PODSTAWY
EKONOMETRII

Z elementami
algebry liniowej






Eligiusz W. Nowakowski

PODSTAWY
EKONOMETRII

Z elementami
algebry liniowej

WSZECHNICA POLSKA

SZKOLA WYZSZA
TOWARZYSTWA WIEDZY POWSZECHNE) W WARSZAWIE




Recenzent
prof. dr hab. Wiestaw Sasin

Redakcja tekstu
Bogumit Paszkiewicz

Projekt graficzny i typograficzny
Krystyna Bukowczyk

Sktfad i famanie
Agencja KUBA

Copyright © Eligiusz Wojciech Nowakowski
Copyright © Wszechnica Polska Szkota Wyzsza TWP w Warszawie, 2011

ISBN 978-83-89077-15-8

WSZECHNICA POLSKA

—————————— SZKOtA WYZSZA ——098M8M8
TOWARZYSTWA WIEDZY POWSZECHNE) W WARSZAWIE
Patac Kultury i Nauki
00-901 Warszawa, pl. Defilad 1
Infolinia: 0 801 033 101
rekrutacja@wszechnicapolska.edu.pl

www.wszechnicapolska.edu.pl



Spis tresci

WPROWADZENIE

Rozdzial 1

ELEMENTY ALGEB,RY LINIOWEJ ...
1.1. PRZESTRZEN WEKTOROWA (LINIOWA)

1.2. MACIERZE I DZIALANIA NA NICH

1.2.1. Dodawanie macierzy
1.2.2. Mnozenie macierzy
1.2.3. Wyznacznik
1.2.4. Macierz odwrotna

Rozdzial 2
MODELE EKONOMETRYCZNE
2.1. ZADANIA EKONOMETRII
2.2. POSTAC MODELU

2.3. KLASYFIKACJA ZMIENNYCH WYSTEPUJACYCH
W MODELU

2.4. KLASYFIKACJA MODELI EKONOMETRYCZNYCH ........
2.5. METODA EKONOMETRII

2.6. ESTYMACJA PARAMETROW STRUKTURALNYCH
JEDNOROWNANIOWEGO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

2.7. WERYFIKACJA JEDNOROWNANIOWEGO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

2.7.1. Weryfikacja merytoryczna ....
2.7.2. Badanie koincydencji
2.7.3. Wspélczynnik determinacji R?
2.7.4. Weryfikacja statystyczna jednoréwnaniowego modelu

ekonometrycznego

2.7.5. Autokorelacja skladnika losowego ..
ZADANIA DO ROZDZIALU 2

Rozdzial 3
PROGRAMOWANIE LINIOWE

3.1. WPROWADZENIE
3.2. ZADANIE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO ........cccceeveuueee

. 10

10
15
17
19
20
27

35
35

36

38
39
47

50

60

60
61
62

65
68
70

75
75



3.3. WEASNOSCI ZADANIA PROGRAMOWANIA
LINIOWEGO .....

3.4. METODA SIMPLEX

3.4.1. Zadanie startowe

3.4.2. Tablica Simplex

ZADANIA DO ROZDZIALU 3

Rozdzial 4
ZADANIE TRANSPORTOWE PROGRAMOWANIA
LINIOWEGO

4.1. SFORMULOWANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO .....

4.3. METODY WYZNACZANIA ROZWIAZAN
WSTEPNYCH

4.3.1. Metoda kata polnocno-zachodniego [MKPZ] ..................

4.3.2. Metoda minimalnego elementu macierzy kosztéw
[MMEMK]

4.3.3. Metoda VAM [VAM]

4.4. OBLICZANIE WSKAZNIK()W OPTYMALNOSCI
METODA POTENCJALOW

4.5. SZUKANIE ROZWIAZANIA OPTYMALNEGO

PRZY POMOCY METODY GRAFOW I POTENCJALOW ...
4.6. WARUNKI NAKELADANE NA ROZWIAZANIE ...

4.6.1. Trasy niedopuszczalne
4.6.2. Ograniczona przepustowos$¢ tras

ZADANIA DO ROZDZIALU 4

BIBLIOGRAFIA

.. 83
.. 88
.. 88
. 92
3.5. ZADANIE DUALNE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO ...

104
110

115
119

120
121

123
125

126

129
133
133
135
140

. 147



WPROWADZENIE

Ekonometria zajmuje si¢ zastosowaniem metod ilosciowych do mie-
rzenia, analizy i1 prognozowania zjawisk 1 relacji gospodarczych, przez
co zalicza si¢ do szeroko rozumianych nauk spotecznych. Mozna okre-
sli¢ ekonometrig, jako t¢ dziedzing, ktora wykorzystujac aparat staty-
styki 1 matematyki wprowadza metody ilosciowe do nauk spotecznych,
a zwlaszcza ekonomii. Dzigki temu pozwala ona nada¢ aspekt iloscio-
wy wielu zjawiskom. Od ekonometrii mozna oczekiwaé potwierdze-
nia wielu hipotez, stawianych przez badaczy. Wyniki modeli dostarcza-
ja réwniez informacji, ktore wskazuja na sitg zaleznosci oraz ich kieru-
nek 1 ewentualne opdznienie w czasie. Dlatego ekonometria potwier-
dza wiele badanych praw spotecznych czy ekonomicznych. Dodatko-
wo ekonometria daje narzedzia wykorzystywane w wielu dziedzinach
zycia. Bardzo czgsto uzytkownik rozmaitych informacji nie zdaje sobie
nawet sprawy z faktu, Zze sa one dostarczone przez oszacowany wcze-
$niej model ekonometryczny.

Ekonometria moze by¢ rozumiana na dwa sposoby. Pierwszy doty-
czy waskiego rozumienia narzadzi ekonometrycznych, gtéwnie modeli
procesow i zjawisk gospodarczych. Rozumiejac ekonometri¢ w waskim
sensie, mozna uznac, ze jest to nauka pozwalajaca modelowac zjawiska
zachodzace w rzeczywistos$ci 1 weryfikowac hipotezy ekonomiczne do-
tyczace tych zjawisk, a takze — umozliwiajaca prognozowanie wynikoéw
dziatalnos$ci gospodarczej na podstawie oszacowanych modeli.

Drugie — szersze — rozumienie ekonometrii uwzglednia stosowany
aparat statystyczny nie tylko do analiz modeli. W tym przypadku chodzi
bardziej o optymalizacj¢ proceséw i podejmowanych decyzji. W takim
znaczeniu jest ona cze$cia nauk zarzadzania, a zwlaszcza badan ope-
racyjnych. Szczegolnie czgsto wowczas kojarzona jest z programowa-
niem liniowym, czy szerzej programowaniem matematycznym (kwa-
dratowym, nieliniowym).

Zastosowanie badan operacji jest fatwo widoczne w procesach opty-
malizacji logistyki. Ta czg$¢ procesu dostawy towaru od producenta do
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odbiorcy moze by¢ w stosunkowo prosty sposob optymalizowana, a czg¢-
sto olbrzymie koszty dostaw moga by¢ kontrolowane przez uzytkowni-
kéw modeli. Niniejsza praca zawiera jedynie czgs¢ szerokiego obszaru
stuzacego optymalizacji logistyki, ogranicza si¢ mianowicie do zagad-
nienia programowania transportowego.

Ekonometria — jak to juz zaznaczono — jest dziedzina, ktora shuzy do-
starczeniu informacji 1 potwierdzeniu wielu stawianych hipotez. Dzig-
ki niej mozna zbadac¢ sitg zaleznosci 1 na tej podstawie podejmowac de-
cyzje, zardbwno w skali makro, jak i mikro. Wspotczesne metody ekono-
metryczne umozliwiaja budowg modeli, odpowiadajacych zjawiskom
gospodarczym tak w skali kraju, jak i gospodarstwa domowego. Swiad-
cza o tym przyznane przed kilku laty nagrody Nobla wtasnie dla bada-
czy zjawisk w skali mikro, obejmujacych przede wszystkim optymali-
zacj¢ budzetow domowych.

Niniejsza ksiazka to szersza, uaktualniona i poprawiona wersja pracy
Wstep do ekonometrii z zadaniami. Stanowi ona efekt wieloletniej pracy
dydaktycznej ze studentami studidw dziennych i zaocznych. W pracy
rozszerzono przede wszystkim praktyczna strong tematu. Przedstawio-
no tez przyktady zadan wraz z rozwigzaniami, a do niektorych zadan, po
zakonczeniu kazdego rozdziatu, przedstawiono odpowiedzi lub wska-
z6wki do ich rozwiazania. W pewnych przypadkach — zwlaszcza za-
dan trudniejszych — pokazano cale rozwiazania. Dlatego tez podrgcznik
moze stanowi¢ podstawowa pomoc dla studiujacych ekonometri¢ na
wyzszych uczelniach. Oczywiscie, osoby studiujace ekonometri¢ jako
glowny kierunek, znajda bogata literaturg, rowniez w jezyku polskim.
Niniejsza praca moze by¢ wstgpem, dajacym podstawy do bardziej
zaawansowanych studiow. Z drugiej strony, dla studentéw kierunkow
zwiazanych z finansami, zakres pracy jest wystarczajacy do poznania
1 ptynnego wykorzystywania instrumentéw ekonometrii. Zakres tema-
tow oraz sposob ich omowienia wskazuja, ze podrgcznik adresowany
jest przede wszystkim do studentow, dla ktérych ekonometria nie jest
podstawowym kierunkiem studiéw; pozwala jedynie na zapoznanie si¢
z ta dziedzina w sposob podstawowy. Ksiazka prezentuje najwazniejsze
metody estymacji, a takze wybrane metody weryfikacji uzyskanych wy-
nikow w trakcie modelowania i1 estymacji parametréw strukturalnych
modeli. Daje podstawowa wiedzg¢ w zakresie ekonometrii.

Koniecznym warunkiem do studiowania zawartego w ksiazce ma-
terialu jest znajomo$¢ w co najmniej podstawowym stopniu matema-
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tyki wyzszej, w tym przede wszystkim algebry liniowej. Umiejgtnosé
dzialania na macierzach, a takze podstawy statystyki matematycznej, sa
warunkiem zrozumienia technik ekonometrycznych. Dlatego tez pierw-
sza czg$¢ pracy obejmuje wprowadzenie do algebry macierzy. Zwy-
kle uktad zaj¢¢ na studiach zachowuje wilasnie taka kolejnosé: wykla-
dy z ekonometrii poprzedzone sa wyktadami z algebry. Pierwsza czgs$¢
nalezy wigc rozumie¢ jako przypomnienie tej wiedzy, ktora przekazuja
wyktadowcy na zajgciach z algebry liniowe;.

Ksiazka sklada sig z trzech zasadniczych czgsci. Pierwsza to wstep
do algebry liniowej i rachunku macierzowego. Druga czg$¢ dotyczy za-
gadnien zwiazanych z modelami ekonometrycznymi, w tym budowa
modeli, doborem zmiennych, metodami szacowania parametrow struk-
turalnych modeli, sposobem weryfikacji oszacowanych parametrow,
dokonywaniem prognoz. W stosunku do Wstepu do ekonometrii z za-
daniami ta czg$¢ ulegta rozbudowaniu réwniez o podstawowe testy. Po-
nadto szerzej potraktowano inne metody niz Klasyczna Metoda Naj-
mniejszych Kwadratow.

Ostatnia czg$¢ zawiera elementy programowania liniowego wraz
z zadaniem transportowym w programowaniu liniowym. Zostaty po-
kazane proste metody znajdowania rozwiazan zadan, stuzacych popra-
wie sposobu zarzadzania logistyka dostaw. Ta czg$¢ ulegla rozszerze-
niu o elementy optymalizacyjne przy pewnych warunkach pobocznych,
zwlaszcza naktadanych na przepustowos¢ tras.

Osoby, chcace poszerzy¢ swa wiedzg w zakresie ekonometrii 1 zasto-
sowania metod optymalizacyjnych, moga skorzysta¢ z bibliografii po-
danej na koncu podrgcznika.






Rozdzial 1
ELEMENTY ALGEBRY LINIOWEJ

Algebra liniowa jest ta cze$cia matematyki wyzszej, ktora znajdu-
je zastosowanie w szacowaniu parametrow strukturalnych modeli eko-
nometrycznych. Juz samo zbieranie danych, na podstawie ktorych sza-
cowane sa pozniej parametry, odbywa si¢ za pomoca macierzy. Kolejne
przeksztatcenia, mnozenia czy odwracanie macierzy — to dziatania na-
lezace do algebry. Dlatego warunkiem poznania metod ekonometrycz-
nych jest wczesniejsze poznanie, czy wilasciwie przypomnienie sobie
zasad algebry. Do materiatu ekonometrii objetego niniejsza ksiazka wy-
starczaja podstawy algebry. Zostaly one przedstawione ponize;j.

1.1. PRZESTRZEN WEKTOROWA (LINIOWA)

Niepusty zbior, ktorego elementami sa wektory i na ktorym okreslo-
ne sg dwa dziatania:
* dodawanie — kazdej parze wektoréw jest przyporzadkowany pewien
wektor nalezacy do tej przestrzeni zwany ich suma,

* mnozenie wektora przez liczbg rzeczywista — kazdej parze wektora,
liczba przyporzadkowany jest pewien wektor nalezacy do tej prze-
strzeni, zwany iloczynem wektora i liczby nazywamy przestrzenia
wektorowa.

Roéwnowazny z powyzszym zapisem jest zapis mowiacy, ze prze-
strzeniq wektorowq n-wymiarowq nazywamy n-wymiarowq przestrzen
arytmetyczna, na ktorej elementach zostaly okre§lone dwa dziatania: do-
dawanie i mnozenie przez liczbg rzeczywista. Elementy n-wymiarowej
przestrzeni arytmetycznej, na ktorych zostalo okreslone dodawanie
i mnozenie przez liczbg rzeczywista, nazywamy wektorami’.

Wektory bgdziemy oznacza¢ matymi literami potgrubymi w odr6z-
nieniu od liczb, zwanych skalarami. Elementami wektora sa liczby, dla-

! Wektory bedziemy oznacza¢ matymi literami alfabetu tacinskiego, pisane tlustym (pogrubionym)
drukiem a, b. Wektor, dopdki nie bgdzie na nim wykonana operacja transpozycji, bedzie uwazany za
wektor kolumnowy.
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tego tez sa one przedstawiane zwykla czcionka. Wektor a bedziemy za-
pisywaé w postaci jednej kolumny (wektor kolumnowy), a jego trans-
pozycje (oznaczang litera") — w postaci wiersza. Transponowanie ozna-
cza zamiang kolumny na wiersz. Pokazuje to przyktadowy zapis wekto-
ra trzyelementowego:

2
a= |3 oraz a' = [2 3 1]
1

Sumowanie wektorow jest mozliwe wowczas, gdy ich wymiary sa
jednakowe. Wektor ma zawsze jedna kolumng, natomiast moze mied
r6zna liczbg wierszy (to jest liczbe elementéw w kolumnie), gdyz moze
pochodzi¢ z innej przestrzeni. Wektory przestrzeni n-wymiarowej maja
n elementéw w kolumnie.

Sumq dwoch wektorow a 1 b, (w ponizszym przypadku n-wy-
miarowych)

a'=(a,a,..,a)ib"=(b,b,..,b)
nazywamy wektor

a'+b"=(a, +b,a +b,..,a +b).

PRZYKLAD 1.1. Wylicz wektor ¢, bgdacy suma wektorow w zapi-
sie wierszowym: a™= (2, 3,4)ib"=(1, 0, 2).

2 1 2+1 3
a= |3 b=10 c=|3+0 czylic= |3].
4 2 4+2 6

Wektor ten ma takze n wspotrzednych, bedacych sumami odpowied-
nich wspotrzednych wektoréw dodawanych.

Iloczynem liczby rzeczywistej ). i wektora a" = (a, a,, ..., a ) nazywa-
my wektor

M'=A(a,a,..,a)=(Aa,Aa, .., Aa),
ktorego wspotrzedne sa rowne iloczynowi odpowiednich wspotrzed-
nych wektora a przez liczbg A.

PRZYKLAD 1.2. Wylicz wektor b, bedacy iloczynem liczby 10
i wektora wierszowego a' = (2, 3, 4).

12



2 10 - 2 20
a= [3], A=10 Aa=b=|10-3|= 130
4 10 - 4 40

Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktorego wszystkie wspotrzed-
ne sg rowne zero. Oznaczamy go 0. Bardzo wazne, zwtaszcza z punktu
widzenia zastosowania w metodzie SIMPLEX sa macierze jednostko-
we, ktorych sktadowymi sa wektory jednostkowe. Stad wektorem jed-
nostkowym bedziemy nazywac wektor, ktorego elementami sa zera,
poza jednym elementem, ktory ma warto$¢ 1. Ponizej pokazano trzy
wektory jednostkowe w przestrzeni 3-wymiarowe;j

1 0 0
e1= 1|0 eo= |1 es= |0].
0 0 1

Wektory te, zestawione w macierzy tworza wlasnie macierz jednost-
kowa:

A =

o O -
o — O
= O O

Innym waznym pojeciem w algebrze jest iloczyn skalarny. Jest on
iloczynem dwoch wektordow, pierwszego w postaci transponowanej
i drugiego w postaci kolumnowej. Iloczyn taki jest suma iloczynéw po-
szczegoOlnych par elementéw obu wektorow. Pokazane zostato to poni-
zej.

Niech

a'=(a,a,..a)b"'=(b,b,.. b).
lloczynem skalarnym wektorow a i b nazywamy liczbg

a -b :Zn:aibi ,
i=1

czyli
a’-b=ab +ab,+.+tab
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jest liczba (skalarem). W ekonometrii wykorzystywane sa cz¢sto iloczy-
ny skalarne wektorow obserwacji zmiennych objasnianych i objasniaja-
cych. Stad warto zapamigtac, ze iloczyn skalarny a’ - a jest suma kwa-
dratow elementéw wektora.

PRZYKLAD 1.3. Wylicz iloczyn skalarny wektora a i wektora b,
gdzie wektory w postaci wierszowej maja postaé

=(2,3,4)1ib"=(1,0,2).

2 1 1
a=|3| b=|0|aichiloczyn a" - b=[23 4]|0|=2-1+3-0+4-2=10.
4 2 2

Wriasnosci iloczynu skalarnego:

a'-b=b"-a

(Aa)" b=A(a"-b),

(a+b)'-c=a’-c+b'-c

Rownie wazna, zwlaszcza w przypadku odwracania macierzy jest
niezalezno$¢ liniowa wektoréw. W celu poznania niezaleznos$ci linio-
wej wektordw, poczatkowo wprowadzone zostanie pojgcie kombinacji
liniowe;j.

Niech (a, a,, ..., a)) oznacza uktad wektorow w przestrzeni wektoro-
wej n-wymiarowej y,. Wektor

a=\ia +tia +.. +Aa
nazywamy kombinacjq liniowq tych wektorow. Kombinacja liniowa jest
zatem wektorem, ktérego elementy sa rowne sumie odpowiednich ele-
mentow wszystkich wektoréw wchodzacych w sktad kombinacji po-
mnozonych przez liczby A.

Bedziemy mowié, ze uk%ad wektorow (a, a, ..., a ) nazywamy linio-
wo zaleznym, jezeli istnieje taki uklad liczb 7» X ., A, nie wszystkich
jednocze$nie rowne zero, ze

Zk:/iiai =0
i=1

Dopiero po tym wstepie mozna zdefiniowa¢ wektory liniowo nieza-
lezne. Ukfad wektorow (a, a, ..., a) nazywamy liniowo niezaleznym,

gdy
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Zk:}tiai =0,
i=1

wtedy i tylko wtedy, gdy A, =1, =...= A, =0.

PRZYKLAD 1.4. Wykaz, ze wektory a i b, sa liniowo niezalezne,
gdzie wektory w postaci wierszowej maja postac

a"=(2,3,4)ib"=(1,0,2).

Wektory mnozymy przez liczby A, oraz ), i szukamy, dla jakich A,
oraz A, ich kombinacja liniowa jest rOwna wektorowi zerowemu:

2 1 0
Ma+amb=03+0|0=]0].
4 2 0

Jak tatwo wida¢ jednoczes$nie powyzszy uklad trzech rownan z dwie-
ma niewiadomymi spetniaja jedynie A, oraz A, jednoczesnie rowne ze-
rom. Oznacza to, ze te dwa wektory sa liniowo niezalezne.

PRZYKLAD 1.5. Wykaz, ze wektory a, b ic, sa liniowo zalezne, gdzie
wektory w postaci wierszowej maja posta¢ a' = (2, 3,4)ib"=(1, 0, 2),
c'=(1,3,2).

Podobnie jak poprzednio wektory mnozymy przez liczby A, A, oraz
A, 1 szukamy dla jakich A, A, oraz A, ich kombinacja liniowa jest rowna
wektorowi zerowemu:

2 1 1 0
Mat+amb+c=2 3]+ 0] +23=]0].
4 2 2 0

Ponownie tatwo widaé, ze powyzszy uktad jest spelniony réwniez
dla innych A, A, oraz A, niz wszystkie jednoczesnie rowne zero. Takim
przyktadem jest uktad: A, = 1, A, =1 oraz A, = —1. Dla tych liczb kom-
binacja jest rowna wektorowi zerowemu. Mozna zatem potwierdzi¢, ze
wektory sa liniowo zalezne. Kazdy z nich mozna przedstawic¢ jako kom-
binacj¢ liniowa dwoch pozostatych. W szczegdlnosci wektor ¢ jest row-
ny réznicy pomig¢dzy wektorem a i wektorem b.
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TWIERDZENIE 1.1. Uktad wektorow (a, a, ..., a) jest liniowo za-
lezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z tych wektorow jest
liniowa kombinacja pozostatych.

TWIERDZENIE 1.2. Kazdy ukfad n + 1 wektorow przestrzeni R
jest liniowo zalezny.

Dowod drugiego twierdzenia jest automatyczny, jezeli wiemy, ze
bazq przestrzeni wektorowej R nazywamy kazdy ukfad » liniowo nie-
zaleznych wektoréw tej przestrzeni. Baza rozpina przestrzen. Kaz-
dy wektor tej przestrzeni mozna przedstawic¢, jako kombinacj¢ liniowa
wektoréw tej bazy.

1.2. MACIERZE I DZIALANIA NA NICH
Uktad m x n liczb (lub funkcji) a; zapisany w postaci tablicy

du dr .. amn
dn dz .. admn
aml amz e a.mn

o m wierszach i n kolumnach nazywamy macierza o wymiarach m x n.

Liczby a, gdzie: i = 1, 2, ..., m, sa elementami wiersza j macierzy,
natomiast liczby a, dlaj =1, 2, ..., n sa elementami kolumny i macie-
rzy. Wskazniki i oraz j informuja, ze element a; wystepuje w macierzy
W wierszu o numerze i oraz w kolumnie o numerze ;.

Dla oznaczenia macierzy bedziemy uzywali potgrubych liter wiel-
kich, takich jak: A, B, C. Mozliwe bedzie réwniez przedstawianie ma-
cierzy za pomoca ich elementéw w postaci symboli [aij], [bij], [cij], gdzie
zawszei=1,2,..,m, j=12,..,n

PRZYKLAD 1.6. Napisa¢ macierz 3 x 3, ktorej kolumnami sa wek-
tory, majace w postaci wierszowej postac: a' = (2, 3,4)ib"=(1, 0, 2),
c'=(1,3,2).

Wektory te, jako elementy macierzy przedstawia:

2 11
A=(3 0 3|.
4 2 2
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Macierz, w ktorej liczba wierszy rowna sig liczbie kolumn (tzn. m = n)
nazywamy macierzq kwadratowq stopnia n. Pokazana w poprzednim
przyktadzie macierz jest macierza kwadratowa o wymiarach 3 x 3.

W niektorych przypadkach w ekonometrii zasadnicze znaczenie od-
grywaja elementy diagonalne (lezace na gtéwnej przekatnej). Uktad ele-
mentow (a,, a,, ..., a )W macierzy kwadratowej stopnia n nazywamy
elementami diagonalnymi lub gtownq przekqtnq macierzy.

Zgodnie z uwagami z poprzedniej czgsci, macierze o wymiarach
m x 1 lub 1 x n nazywamy odpowiednio wektorem kolumnowym lub
wektorem wierszowym.

W ekonometrii wsrdd czgsto wykonywanych dzialan na macierzach
jestich transpozycja. Dlatego tez transponowana macierz A = [a,] 0 wy-
miarach m x n staje si¢ macierza A" = [a,] 0 wymiarach n x m. Wiersze
macierzy transponowanej staja si¢ kolumnami macierzy A.

Nie zawsze dzialania na macierzach moga by¢ wykonane. W dziata-
niach na macierzach zasadnicze znaczenie odgrywaja ich wymiary. Dla-
tego na przyktad przy mnozeniu macierzy wazne jest, by macierz pierw-
sza miata tyle kolumn, ile wierszy ma macierz druga. W dodawaniu ko-
nieczna jest zgodnos$¢ zaréwno liczby wierszy, jak 1 kolumn. Dlatego
przed wykonaniem dziatan nalezy sprawdzi¢, czy wymiary macierzy
pozwalaja na wykonanie dziatan.

PRZYKLAD 1.7. Napisa¢ macierz transponowana do macierzy A, .,
ktorej wierszami sa wektory majace w postaci wierszowej postac

a'=(2,3,1)ib"=(0,-2,5).
W takim przypadku

2 3 1
A= ,
0 -2 5
natomiast

2 0
3 -2

15

A =

ma wymiary 3 x 2.

Pierwsza kolumna macierzy A jest pierwszym wierszem macierzy
transponowanej, druga kolumna — drugim wierszem i trzecia kolum-
na — trzecim wierszem.
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PRZYKLAD 1.8. Niech beda dane macierze:

] ] -5
01 4 5 2 2
A= ,  B= , c=|1 2|,
315 3 4 3
- - 5 0
2 2 4 2 20 200
D=|1 2 4|, E=[0 3 4|, F=|0 3 0|,
45 1 001 001

Co mozna powiedzie¢ o powyzszych macierzach?

Macierz A ma wymiary 2 x 3, macierz B 2 x 2, macierz C 3 x 2 ama-
cierze D, E, F sa kwadratowe o wymiarach 3x3.

Macierz B jest macierza kwadratowa stopnia drugiego. Elementy 5
14 w tej macierzy stanowia gtdéwna przekatna.

Macierz D jest macierza kwadratowa stopnia trzeciego. Giowna
przekatna tej macierzy tworza elementy 2, 2, 1.

Macierz E jest macierzq trojkqtng (wszystkie elementy tej macierzy
wystepujace ponizej gtownej przekatnej sa rowne zero).

Macierz F jest macierzq diagonalng, poniewaz wszystkie elementy
tej macierzy, poza elementami gtownej przekatnej, sa rowne zero.

1.2.1. Dodawanie macierzy

Macierz A jest rowna macierzy B woéwczas, gdy wymiary macie-
rzy sa identyczne i kazdy element o wymiarach i,j jest taki sam. Jesli
A =[a] B= [bij], sa macierzami o tych samych wymiarach, to
A =B wtedy i tylko wtedy, gdy a,= bij dlai=1,2,..,morazj=1,2, .., n.

Na macierzach okreslone sa dziatania dodawania i mnozenia, zaréw-
no przez liczbg jak i przez macierz. Wykonywanie dziatan na macie-
rzach jest mozliwe tylko wowczas, gdy odpowiednie wymiary macierzy
dodawanych lub mnozonych sa identyczne.

W przypadku dodawania macierzy A i B musza one mie¢ te same
wymiary. Dodawanie jest przemienne, co oznacza, ze A+ B =B + A.

W przypadku mnozenia macierzy wymiary ,,wewngtrzne” iloczynu
musza by¢ takie same, a wynik ma wymiary ,,zewngtrzne”. Oznacza
to, ze mnozenie macierzy A, , oraz B, . jest mozliwe, a w wyniku tego
mnozenia powstanie macierz C o wymiarach 3 x 5. Pokazuje to wlasnie
warunek zgodnosci wymiaréw wewngtrznych iloczynu macierzy.

A3x4 ’ B4x5 - C

3x5
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gdzie cztery kolumny macierzy A odpowiadaja czterem wierszom ma-
cierzy B, a w wyniku mnozenia otrzymujemy macierz C, ;o liczbie
wierszy macierzy A i liczbie kolumn macierzy B.
Niech A = [aij], B= [bij], C= [cij] beda macierzami o wymiarach m x n.
Macierz C jest sumq macierzy A 1 B, co zapisujemy A + B = C, wte-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie ¢, =a;t bij, dla kazdegoi=1,2, ..., m,
j=12,..,n

PRZYKLAD 1.9. Niech beda dane macierze:

014 5 2 2 0 2
A= , B= , C= ,
{3 1 5} {3 4} {4 3 O}

Wykonaj mozliwe dodawania macierzy.

Ze wzgledu na wymiary macierzy mozliwe jest dodawanie macierzy
A 1 C i ewentualne wielokrotne dodawanie jednakowych macierzy (na
przyktad B + B).

_ 1014 (202 [0+21+04+2
D‘B+C‘L.15L{43(J‘[

3+41+35+0
=216]
745

5 2 5 2 10 4
E=B+B= + =
3 4 3 4 6 8

Druga suma jest rtOwnowazna iloczynowi liczby 2 i macierzy B. Dla-
tego tez wygodnie jest zdefiniowac iloczyn liczby rzeczywistej 1 macie-
rzy. Mnozenie przez liczbg jest skréconym dodawaniem. Zamiast doda-
wac te same macierze, mozna pomnozy¢ ich elementy przez odpowied-
nig liczbg, réwno liczbie dodawan. Mozna zapisa¢, ze iloczynem macie-
rzy A =[a] o wymiarach m x n i liczby rzeczywistej A nazywamy ma-
cierz B = [bij], takze o wymiarach m x n, ktérej elementy sa okreslone
nastgpujaco:

bij =1 a dlai=12,..,m j=12,..n

Wykonane w Przyktadzie 1.9 dziatanie B + B jest rtOwnowazne mno-
zeniu macierzy B przez liczbe 2.

19



PRZYKLAD 1.10. Dane sa macierze:

2 0

014
A= , B=1]3 -2
315
1 5

Wyznaczy¢ macierze: C =2A"-BorazD=A+B
Roznicg macierzy mozemy zapisa¢ nastgpujaco: C = 2AT + (-1) B.
Zatem

0 3 2 0 0 6 -2 0 -2 6
C=21 1|+(-1) |3 -2|=|2 2|+|-3 2 |=|-1 4
4 5 1 5 8 10 -1 -5 7 5

Macierzy D nie mozna wyliczy¢, poniewaz dodawanie wymaga ta-
kich samych wymiaréw obu macierzy. W przyktadzie A i B maja r6z-
ne wymiary.

1.2.2. Mnozenie macierzy

Jezeli macierz A= [aij] ma wymiary m X k, a macierz B = [bpr] ma
wymiary k X n, to macierz A mozemy pomnozy¢ przez macierz B. Mno-
zenie macierzy (w odroznieniu od mnozenia liczb) nie jest przemienne.
,Wewnetrzne” wymiary mnozonych macierzy sa tu jednakowe i rowne
k. Wynik mnozenia bgdzie miat wymiary ,,zewngtrzne” macierzy, to jest
m X n.

Tloczynem A - B macierzy nazywamy taka macierz C = [c, ] 0 wymia-
rach m x n, ktérej elementy sa okreslone wzorami

K

Cir = @inbar + Aighar + ... @ikDr = D ajhir

=

dlai=1,2,.. morazr=1,2, ..., n Zauwazmy, ze elementy ¢, ma-
cierzy C sa iloczynami skalarnymi i-tego wiersza macierzy A przez k-ta
kolumng macierzy B. Zgodnie z poprzednio dokonang obserwacja mo-
zemy stwierdzi¢, ze na ogot A-B#B - A.

PRZYKLAD 1.11. Wykonamy mnozenie macierzy A i B, gdy

2 3
a b
A=|1 -2|, B=

c d
0 4
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Zapiszmy wymiary danych macierzy w postaci: A('3 <2y B, <2y Liczba

kolumn w A jest rowna liczbie wierszy w B, mnozenie jest wigc wyko-
nalne.

3 b 2a+3c 2b+3d
AB=|1 -2 [a }: a-2c b-2d
c d
4 4c 4d

1.2.3. Wyznacznik

Przed wprowadzeniem samego wyznacznika konieczne jest pozna-
nie kilku poje¢, ktore sa wykorzystywane przy liczeniu wyznacznikow z
macierzy. Do takich poje¢¢ nalezy rzad macierzy, operacja elementarna,
czy dopetnienie algebraiczne.

Rzedem macierzy A o wymiarach m x n nazywamy maksymalna licz-
be liniowo niezaleznych wierszy lub kolumn w tej macierzy. Liczbg tg
oznaczamy przez rz(A). Rzad macierzy kwadratowej, ktéra czgsto wy-
stepuje w ekonometrii (np.: X"X) powinien by¢ réwny wymiarowi tej
macierzy. W przeciwnym przypadku nie jest bowiem mozliwe wylicze-
nie macierzy odwrotne;j.

Operacjq elementarng na macierzy nazywamy kazde z nastgpuja-
cych przeksztalcen:

a) mnozenie przez dowolna liczbg r6zna od zera wszystkich elemen-

tow dowolnego wiersza (kolumny) macierzy,
b)dodawanie do elementow dowolnego wiersza (kolumny) odpo-
wiednich elementdéw innego wiersza (kolumny) macierzy,

¢) zamiana miejscami (przestawienie) dwoch dowolnych wierszy (ko-

lumn) macierzy.

Operacje te odpowiadaja mnozeniu przez pewne nieosobliwe (ma-
jace rzad rowny liczbie wierszy i1 kolumn, macierzy kwadratowe) ma-
cierze, przy czym dzialania na wierszach odpowiadaja mnozeniu lewo-
stronnemu a dziatania na kolumnach mnozeniu prawostronnemu.

Operacje elementarne nie zmieniaja rzgdu macierzy. Dzigki opera-
cjom elementarnym mozna macierz zredukowa¢ do postaci sktadaja-
cej si¢ tylko z liniowo niezaleznych wierszy lub kolumn i w ten sposéb
mozna bardzo fatwo wyznaczy¢ rzad tej macierzy.

PRZYKLAD 1.12. Znajdz wynik dokonania operacji elementarnej,
polegajacej na pomnozeniu macierzy A przez macierz E, gdzie
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SHE

W wyniku mnozenia tych macierzy uzyska si¢:

5 21[0 1] [5-0+2-1 5.-1+2-0 2 5
Ai=AE= = =
3 4|1 O_ 3-0+4-1 3-1+4-0 4 3

co oczywiscie jest zamiang kolumn,

0 1][5 2] [3 4
AZ:EA: = ,
1 0f[3 4] |5 2

co jest zamiang wierszy w macierzy A.

Operacje elementarne sa czgsto wykorzystywane do obliczania ma-
cierzy odwrotnej. Dotyczy to nie tyle obliczania oszacowan parametrow
strukturalnych modeli ekonometrycznych, ale przede wszystkim wyli-
czania rozwigzan optymalnych (za pomoca metody Simplex) w progra-
mowaniu liniowym. Z kolei znajdowanie macierzy odwrotnej koniecz-
nej do znalezienia estymatora parametrow strukturalnych wygodniej
jest liczy¢ metoda Laplacea, niz przy zastosowaniu operacji elementar-
nych. Metoda ta do wyznaczenia odwrotno$ci macierzy wymaga znajo-
mosci wyznacznika tej macierzy. Dlatego tez konieczne jest wprowa-
dzenie pojecia wyznacznika.

Kazdej macierzy kwadratowej A (i tylko takiej) mozna przyporzad-
kowac¢ pewna (tylko jedna) liczbg zwana jej wyznacznikiem 1 oznaczona
symbolem detA lub rzadziej | A | .

Wyznacznikiem macierzy A = [a,] dlai,j=1,2, ..., njest liczba

det A= Z (—1) “ a1 aze ... ankn,
p
gdzie: k, k, ..., k, jest permutacja liczb 1, 2, ... n, liczba a jest liczba
inwersji* w tej permutacji natomiast sumowanie odbywa si¢ wzgledem
wszystkich n! permutacji liczb 1, ..., n.

PRZYKLAD 1.13. Na podstawie definicji obliczymy wyznacznik
macierzy kwadratowej drugiego stopnia

* Liczby k i k, tworza inwersje, jezeli k, >k,

22



5 2
A= :
3 4
Mamy tu macierz stopnia drugiego. Zatem w macierzy
A — |:a11 a12:|
a21 a22
liczba permutacji jej elementow wynosi 2! = 2. Sa to permutacje 1,2
oraz 2,1. Permutacja 1,2 jest permutacja gtowna (podstawowa) 1 liczba
inwersji (nieporzadkow) w tej permutacji wynosi 0. W permutacji 2,1

liczba inwersji wynosi 1 (liczba 2 poprzedzajaca liczbg 1).
Zatem

all a12
det{ | (-1f ag1az + (-1)a12821 = agiaz —aran.
21 22

Dla danej w przykladzie macierzy mamy:
5 2
A=
3 4
5 2
det A= =5:4-3-2=20-6=14
3 4

Wyznacznik macierzy wynosi 14.
Podobnie prosto z definicji mozna policzy¢ wyznacznik macierzy
trzeciego stopnia.

PRZYKLAD 1.14. Na podstawie definicji obliczymy wyznacznik
macierzy

A=

N O N
[N O
= w O

Jest to wyznacznik macierzy stopnia trzeciego, a wigc macierzy po-
staci ogolnej:
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all alZ al3

A = aZl a‘22 a23

a3l a32 a33
Wszystkich permutacji wskaznikow stojacych przy elementach ma-

cierzy, czyli liczb 1, 2, 3 mamy 3! = 6. Wypiszmy je i obliczmy liczbg
inwersji w kazdej permutacji:

1,2,3,k =0,

1, 3,2,k,= 1 (liczba 3 poprzedza liczbg 2),

3, 1,2, k,= 2 (liczba 3 poprzedza liczby 1 i 2),
2,1, 3,k,= 1 (liczba 2 poprzedza liczbg 1),
2,3, 1

, k.= 2 (liczby 2 i 3 poprzedzaja liczbg 1),

> 5

3,2,1,k,= 3 (liczba 2 i 3 poprzedzaja liczbg 1 oraz 3 poprzedza 2).
Dlatego tez

a'll a12 a‘13
detA=det|a, a, a,|=(1fauapan+(-1) anasan+
a3l a‘32 a33

+ (=1F @13 @1 asp + (<1)} 812 o1 833 + (-1F Q1o 3831 + (~1) A1z B0 831 =
= ap1dppds3 — d11dp3aszp t A13dp1dzp —aAg0821833 + A 10823031 — A13822831

Dla macierzy danej w zadaniu mamy

Z podanych przyktadow wynika, ze obliczanie wyznacznika macie-
rzy niskich stopni nie jest problemem. Mimo tej tatwosci, w prakty-
ce postugujemy si¢ przy obliczaniu wyznacznikOw macierzy trzeciego
stopnia pewnym schematem utatwiajacym postepowanie.

Zgodnie z pokazanym ponizej schematem liczenia wyznacznika, dla
macierzy trzeciego stopnia jest on rowny:

all a12 alS

det |a, a,, @, | =ajidxpas+appaxsas +aisa an

a'Sl a32 a33

— a13 dp2 d31 — 12821833 — A11a23A32

W celu tatwiejszego wyliczenia wyznacznika dopiszmy do macierzy
jako wiersz czwarty 1 piaty dwa pierwsze wiersze. Otrzymamy macierz
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rozszerzona, z ktorej liczymy iloczyny:

ktorej elementy utozone w iloczyny trojkowe w dot dodajemy a ilo-
czyny trojkowe do gory odejmujemy. Suma tak wyliczonych iloczynow
daje w wyniku wyznacznik macierzy.

PRZYKLAD 1.15. Na podstawie pokazanej metody obliczymy po-
nownie wyznacznik macierzy

2 10
A=10 2 3
2 11
W tym celu dopisujemy na dole macierzy dwa pierwsze wiersze

1 mnozymy, piszac u dotu z plusem a u géry z minusem:

-0-6-0

+4+0+6

W wyniku dodania — 6 + 10 trzymamy wyznacznik rowny 4.

Wyznaczniki macierzy wyzszych stopni mozna oblicza¢ poprzez
rozwinigcie Laplace’a macierzy wedtug ktoregos$ wiersza, zwykle tego,
w ktorym jest najwigcej elementow zerowych. Nalezy poznaé pojecie
minoru elementu a,. Jest to wyznacznik macierzy powstalej poprzez
wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy. Kofaktorem ele-
mentu a, nazywamy minor pomnozony przez (=1)". Wowczas wy-
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znacznik macierzy mozna przedstawi¢ wedlug ktorego$ wiersza jako
sumg kofaktorow wymnozonych przez elementy wybranego wiersza.

Bez rozpisywania ogdlnego przypadku policzmy wyznacznik dla
macierzy trzeciego stopnia zgodnie z ta metoda.

Jezeli w macierzy A skreslimy i-ty wiersz, (1 = 1, 2, 3) oraz k-tq ko-
lumng (k = 1, 2, 3), to otrzymamy macierz stopnia drugiego. Wyznacz-
nik otrzymanej macierzy (zwany minorem) pomnozony przez liczbe
(—1)"*nazywamy dopetnieniem algebraicznym elementu a, macierzy A
1 oznaczamy symbolem A, .

Na przyktad po skresleniu drugiego wiersza i trzeciej kolumny wyli-
czone dopelnienie algebraiczne bgdzie rowne:

a4y

ds  ds

Ay = (=1)"" det { } =—(ajja3; —a2a31) = aj2a3; — 11332
Wyznacznikiem macierzy stopnia trzeciego nazywamy liczbg
det A - ail Ail + ai2 Ai2+ ai3 Ai3
gdzie i jest numerem dowolnej kolumny, albo
det A - alkAlk + aZk A2k+ a3k A3k
gdzie k jest numerem dowolnej kolumny.

PRZYKLAD 1.16. Na podstawie pokazanej metody obliczymy po-
nownie wyznacznik macierzy

2 10
A=10 2 3
2 11
Przyjmijmy i=2, gdyz w wierszu tym wystgpuje zero, co pozwoli

na to, by nie liczy¢ wszystkich wyznacznikow. Wybralismy wigc drugi
wiersz danej macierzy. Zatem

~110
det A =0 (-1)*** +2
11

20
(_1)2+2 2 1‘ + 3 (_1)2+3

21
21
=0+2(2) +3(-1)2-2) = 4

W kazdym z trzech sposobow liczenia otrzymali$my ten sam wynik.

Z przyktadu tego ponadto wida¢, ze przy wyborze numeru wiersza
lub kolumny warto pamigtac, ze det B jest suma iloczynow, ktora krot-
ko mozemy zapisa¢ w postaci:
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> akAik  lub aik Aik

3 3
k=1 i1
Liczba sktadnikow w tej sumie moze by¢ mniejsza od 3 (3 — stopien
macierzy), jezeli w wybranym wierszu lub kolumnie bedzie przynaj-
mniej jeden element rowny zero. Wazne wigc by przy wyborze numeru
wiersza lub kolumny wzia¢ to pod uwagg.
Wyznacznik macierzy stopnia n jest liczba okreslona wzorem

(1) detA=apnAixt+apApt...anAn= 2 aik Ak

k=1

albo

(2)  det A=ay A+ anAxt ... awAx= Y, aikAi
i=1
gdzie: i lub k jest jedna z liczb: 1, 2, ..., n. Wzory (1), (2) sa zwane wzo-
rami Laplace.

PRZYKLAD 1.17.Aby obliczy¢ wyznacznik macierzy

2 0 00
|1 200
|2 5 0 3

-1 2 31

wybieramy wiersz pierwszy, poniewaz w wierszu tym sa 3 elementy ze-
rowe. Dzigki temu wyznacznik macierzy danej jest rowny iloczynowi
elementu 2 (a,,) pomnozonemu przez wyznacznik pozostatej macierzy.
Ponownie, tym razem do wyznacznika macierzy trzeciego stopnia war-
to wziaé jej wiersz pierwszy. Obok liczby —2 ma dwa pozostale elemen-
ty zerowe. Oznacza to, ze wyznacznik tej macierzy wyniesie:

03_0_ o (VYY) =
X J—z (-2) * (-9) = 36

det A=2+(-2) [
Wyznaczniki maja nastgpujace wiasnosci:
1. detAT=det A
2. W wyniku zamiany miejscami dwu wierszy (lub kolumn) ma-
cierzy A otrzymujemy macierz B, ktorej wyznacznik jest liczba
przeciwna do det A.
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3. Wyznacznik macierzy o jednakowych dwu wierszach (lub ko-
lumnach) jest rowny zero.

4. Jezeli w macierzy A pomnozymy elementy jednego wiersza (lub
kolumny), przez liczbg A, to wyznacznik otrzymanej macierzy
jest rowny A det A.

5. Jezeli do elementow pewnego wiersza (lub kolumny) macierzy
A dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (lub kolumny)
tej macierzy pomnozone przez dowolng stata, to otrzymamy ma-
cierz, ktorej wyznacznik jest rowny det A.

6. Wyznacznik macierzy zawierajacej wiersz — wektor zerowy (ko-
lumng-wektor zerowy) jest rowny zero.

7. Wyznacznik macierzy diagonalnej lub trojkatnej jest rowny ilo-
czynowi elementow na gtéwnej przekatne;.

1.2.4. Macierz odwrotna

Jezeli A jest macierza kwadratowa i jej wyznacznik jest r6zny od
zera, to A nazywamy macierzq nieosobliwq. W przeciwnym razie ma-
cierz kwadratowa o wyznaczniku zero nazywamy macierzq osobliwg.
Macierz nieosobliwa to macierz, ktorej rzad jest rowny liczbie wierszy
(kolumn). Zaden z wierszy (kolumn) nie moze zosta¢ przedstawiony
jako kombinacja liniowa innych wierszy. Oczywiscie w macierzy 0so-
bliwej wiersz lub kolumna jest kombinacja liniowa pozostatych wierszy
lub kolumn.

PRZYKLAD 1.18. Sprawdz, czy podane ponizej macierze sa nieoso-
bliwe.

1 2 2 2 2
A= : B= , C=
2 4 1 0 3
Macierz A jest macierza kwadratowa, aledet A=1:4—-2-2=4—-4=
= (0. Macierz A nie jest nicosobliwa. Jest macierza osobliwa. Wiersz
lub kolumna jest kombinacja liniowa drugiego wiersza lub drugiej ko-
lumny. Druga kolumna jest dwukrotnoscia kolumny pierwszej. Drugi
wiersz jest dwukrotno$cia wiersza pierwszego.

Macierz B takze nie jest nieosobliwa, poniewaz nie jest macierza
kwadratowa.

o O -
o R DN
P N W

28



Macierz C jest macierza kwadratowa. Jej wyznacznik detC = 1. Jest
macierza trojkatna i zaden z elementéw diagonalnych nie jest zerem.
Zatem C jest macierza nieosobliwa.

Jezeli A jest macierza nieosobliwa stopnia n, to istnieje dokladnie
jedna taka macierz B, ze AB = BA =1 , gdzie macierz I jest macierza
jednostkowa stopnia n. Macierz B o takiej wlasnosci nazywamy macie-
rzq odwrotng do macierzy A i oznaczamy symbolem A

PRZYKLAD 1.19. Sprawdz, czy odwrotna do macierzy:

[ 3]

jest macierz

A_l _ 3 - 5
-1 2]
Zgodnie z definicja, iloczynem macierzy A i macierzy do niej od-
wrotnej jest macierz jednostkowa. Wtasnie z takim przypadkiem mamy

do czynienia, gdyz:
6-5 -10+10| (1 O
3-3 -5+6 | |0 1)

4 12 5|3 =5
AA™ =
1 3(|-1 2
a takze
1 3 -5[|2 5 6-5 15-15 1 0
AA = = =
-1 2|1 3 -24+42 -5+6 0 1
Macierz nieosobliwa A mozna za pomoca ciagu operacji elementar-
nych sprowadzi¢ do macierzy jednostkowej tego samego stopnia, jaki
ma macierz A. Jest to jeden z latwiejszych sposobow wykorzystywa-
nych do znajdowania macierzy odwrotnej. Odwracanie macierzy dro-

ga operacji elementarnych zabiera jednak wigcej czasu, niz inne meto-
dy. Jest jednak metoda najprostsza.

PRZYKLAD 1.20. Za pomoca ciagu elementarnych operacji prze-
ksztatlcimy macierz.
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w macierz jednostkowa I trzeciego stopnia. Macierz ta ma 3 wiersze,
oznaczone dalej jako w,, w,, w,. Macierz jest nicosobliwa, mozna wigc
ja przeksztatci¢ w macierz I. Ponizej pokazano jeden z kilku sposobow:

Opis operacji na wierszach Wiersz

1 2 3 w,

C= 0 1 2 w,
2 1 1 W,

W, 1 2 3

W, 01 2

W~ 2w, 0 -3-5

W, — 2w, 1 0-1

w, 0 1 2

w,t 3w, 0 0 1

w, T w, 1 0 0

w,— 2w, 0 1 0 =1

W, 0 0 1

Zgodnie z podanym wczesniej opisem, operacje elementarne na
wierszach, sa lewostronnym mnozeniem macierzy przez pewna macierz
nieosobliwa E, reprezentujaca wlasnie i-ta operacje elementarna. Kon-
cowy wynik jest iloczynem wszystkich dokonanych mnozen. Latwo za-
uwazyc, ze

1 00 1 -2 0 10 1
E;=| 0 1 O|,E2=|0 1 O|,Es=|0 1 -2
-2 01 0 3 1 0 0 1

A iloczynem tych trzech macierzy jest macierz odwrotna do macie-
rzy C. Wykonujac bowiem mnozenie E E E C otrzymano macierz jed-
nostkowa. Mozna zatem nawisa¢ nastepujacy wniosek:

Wnhiosek 1.
Dla nieosobliwej macierzy A mozna skonstruowa¢ macierz
B = [A_ | L]. Wykonujqc na wierszach tej macierzy ciqg odpo-

(n x 2n)
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wiednich operacji elementarnych mozemy sprowadzi¢ jq do macierzy
C=[L | A''] gdzie A’ jest macierzq odwrotnq do A.

PRZYKLAD 1.21. Za pomoca ciagu elementarnych operacji wyzna-
czymy macierz odwrotng do macierzy C.
1 2 2
C=|11 2
2 11
Wykonujemy ciag operacji elementarnych na macierzy [C | I] tak,
azeby w miejsce macierzy C otrzymac I:

1 2 2 1 0 0
C= 11 2 01 0
2 1 1 0 0 1
W, 1 2 2 1 00
W,—W, 0-1 0 | -1 1 0
Wy —2wW, 0-3-3 |2 01
w, 2w, 102 | -1 2 0
W, 01 0 1-1 0
W= 3w, 0 0 -3 1 -3 1
w, +2/3w, 1 00 |-130 2/3
w, 01 0 1-1 0
—1/3w, 0 0 1 |-1/31-1/3
I, C'
Sprawdzenie :

1 2 2|1[-1/3 0 2/37[1 00
ccl=]11 2| 1 -1 o0 |=l0 10
2 1 1||-1/3 1 -1/3] |0 0 1

Mozna tez pokaza¢, ze C'C = 1. Zatem C! jest macierza odwrotna
do macierzy C.

Istnieje wiele sposobow liczenia macierzy odwrotnej do danej ma-
cierzy. Jednym z bardziej popularnych sposobow liczenia macierzy od-
wrotnej do nieosobliwej macierzy A = [a,] (i, j= 1,2, ..., n) wyznacza
wzOr:
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11 T
(3) AT = A [A],

gdzie A, jest dopetnieniem algebraicznym elementu a, macierzy A.

PRZYKLAD 1.22. Za pomoca dopetnien algebraicznych wyznacza-
my macierz odwrotna do macierzy C z poprzedniego przyktadu.

Macierz C jest nieosobliwa. Jej wyznacznik detC = 1, a dopelnienia
algebraiczne elementéw macierzy C sa nast¢pujace :

1 2 0 2
Ci1 = (1) =-1, Cp=(1™ =4,
n=CDT 2= DT
0
Cis = (1) j =-2,
2
2 3 1 3
C - _1 2+1 =1, C = _1 2+2 =_5’
21()11‘ 2= U,
1 2
Cos = (-1)**® =—(1-4)=3
23 = (-1) 5 1‘ (1-4)
2 3 1 3
Car = (-1)*" =1,  Cgp=(-1)°" =-2,
31()12‘ 2=CD7
1 2
Caz = (-1)°" =
== DT 1‘
Macierza odwrotna do C jest macierz
-1 1 1]
ctla -5 -2|.
-2 3 1

Czytelnik zechce samodzielnie wykona¢ sprawdzenie.

Macierz odwrotna odgrywa zasadnicza rolg w szacowaniu parame-
trow strukturalnych modeli ekonometrycznych. Dlatego tez przed przy-
stapieniem do rozwazan szacowania parametréw modeli nalezy dobrze
opanowac tg czgs¢ algebry liniowe.

Prawdziwe sa nastgpujace wlasno$ci macierzy odwrotne;j:
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a) (AB)'=B'A?Y
b) (AT)*= (A,
) (AHT=A

1
_1_
d) detB” = o

e) (kB)'= %B'l, gdy k#0.

Sprawdzimy je dla macierzy
2 5 2 3
A= : B= ,
I
Ad.a)
2 5|2 3 24 31
C=AB= = ,
1 3||4 5 14 18
det (AB) =24 - 18 — 31 14 =432 - 434 = -2,
Cll = 18, Clz =-14, C21 = —31, sz = 24,

. 31
C'lz(AB)'1=—1[18 St |-e 2 |
2|-14 24] | 5 %

- 5
L [3 -5 . 1[5 -3] [.5 3
Al{ 1 2}’ B =21 4 2}: 2 2
- - >

Macierze (AB)! i B!+ A'! sag macierzami identycznymi.
Ad. b)

AT:F 1] (AT_1={3 —1] (A‘l)T=|:3 —1}
5 3 -5 2 -5 2
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czyli (AT)'=(A)T.
Ad. ¢)

3 -5 2 5
Al= , detAt=1 (AY)'= .
-1 2 1 3

OtrzymaliSmy réwnos¢ (A ')'=A
Ad. d)

5 3 5 3] o .
Bl=|"% 5| detB'=|"5 5 |=>-3=-=;

2 2 2 2

2 1 2 1| 2 2

2 3
detB = =10-12=-2
4 5

Zatem detBl= 1
detB
Ad. e)
2k 3k
C=kB= , det C = 10k% — 12k? = - 2K>.
4k 5k

Cy1 = 5Kk, Ciz=—-4k, Cyu=-3k, Cxp=2k,

Cl= (kB) = - 1 {SK —3k}_ 1{5 —3]

2k? |—4k 2k |~ 2k|-4 2
gio 1[5 -3
T 20-4 2

Zatem (kB)™' =- %B'l.
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Rozdzial 2
MODELE EKONOMETRYCZNE

2.1. ZADANIA EKONOMETRII

Arthut S. Goldberger' we wstepie do pierwszego rozdziatu ,,Teorii
ekonometrii” napisat, ze glownym celem ekonometrii jest wyposaze-
nie teorii ekonomii w tre$¢ empiryczng. Stwierdzenie to jest najwazniej-
szym zadaniem ekonometrii. Ekonometria dysponuje szeroka skala me-
tod umozliwiajacych osiagnigcie tego celu. Ekonomia stawia hipotezy,
ktore mozna w sposob stosunkowo tatwy potwierdzi¢ lub podwazy¢ za
pomoca ekonometrii. Poznanie tych wtasciwosci ekonometrii daje moz-
liwo$¢ wykorzystania jej w praktyce gospodarczej, czyli w polityce go-
spodarczej, ktoéra bazuje na potwierdzonych prawach ekonomicznych.
To potwierdzenie, zarowno co do kierunku zaleznosci jak 1 jej sity jest
mozliwe dzigki ekonometrii.

Obszerny program nauczania ekonometrii obejmuje teorig¢ ekonomii,
matematyke, statystyke matematyczna, metodologi¢ badan spotecznych
1 analiz¢ empiryczna. W kazdym przypadku, przy tworzeniu modeli od-
zwierciedlajacych zaleznos$ci czy prawa ekonomiczne nalezy pamigtac
o cechach 1 specyfice praw ekonomicznych?. Istnieje bowiem zasadni-
cza rdznica pomigdzy statystyka matematyczna a ekonometria anali-
zujacq zalezno$ci ekonomiczne, ktore nie sa wynikiem powtarzalnych
kontrolowanych eksperymentow.

Podstawowym narzedziem wykorzystywanym w ekonometrii —
w askim jej znaczeniu - jest model ekonometryczny. Model przedstawia
wybrane zaleznosci ekonomiczne w formie zwykle wielu rownan, cho-
ciaz czasami réwniez w postaci jednego rownania. Celem analizowane-
go roOwnania jest przedstawienie w uproszczonej formie tych zalezno-
sci, ktore sa najbardziej istotne 1 pozwalaja najlepiej poznac rodzaj i silg
zaleznoscli.

' A. S. Goldberger: Teoria ekonometrii, PWE, Warszawa, 1975, s. 15.
2 O prawach ekonomicznych traktuje na przyklad praca: Makro i Mikroekonomia. Podstawowe problemy,
red. S. Marciniak, PWN, Warszawa, 1999, s. 19 i nastgpne.
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Model, bedac zasadniczym uproszczeniem zaleznosci, musi uwzgled-
nia¢ zalezno$ci pozostate a takze elementy probabilistyczne. Praktyczna
ekonomia - realizowana poprzez konkretne dziatania ludzi, na przyktad
poprzez nabywanie dobr, nie musi pokrywac sig z teorig ekonomii. De-
cyzje ludzi zawieraja elementy dzialan, ktére moga nie odpowiadac po-
znanym prawom ekonomicznym. Mozemy stwierdzi¢, ze rzeczywisto$¢
ekonomiczna jest w znacznym stopniu losowa. Taka tez jest rzeczywi-
sto$¢ badana przez modele ekonometryczne. Stad znaczenie takich nauk
jak rachunek prawdopodobienstwa czy statystyka matematyczna.

Model ekonometryczny to jedno lub wiele rownan, z ktorych co naj-
mniej jedno zawiera sktadnik losowy. Mowiac o modelu ekonometrycz-
nym jakiego$ zjawiska, myslimy o uproszczonym opisie rzeczywistosci.
Uproszczenie oznacza, ze w modelu nie wystgpuja wszystkie zmienne,
jakie w rzeczywisto$ci opisuja analizowane zjawisko. Rzeczywisto$é
jest znacznie bardziej skomplikowana, niz sktadajacy si¢ z wielu réwnan
model. Dlatego tez, w przypadku ekonometrii mamy do czynienia z mo-
delem zawierajacym rownania stochastyczne i z tego powodu bedzie-
my do modeli ekonometrycznych stosowac narzedzia statystyki mate-
matycznej a nie po prostu rozwiazywac ukltad rownan matematycznych.

2.2. POSTAC MODELU

Przedmiotem tej czgsci ksiazki jest ekonometryczny model jedno-
rownaniowy. Jest to model, ktory wyjasnia zachowanie jednej zmiennej,
zwane] zmienng objasniang lub zalezng. Wigkszo§¢ modeli wykorzy-
stywanych praktycznie do analiz ma jednak wigcej niz jedno réwnan.
Woéwcezas mamy do czynienia z modelem wielorownaniowym.

Ogodlna posta¢ modelu wielorownaniowego wyglada nastepujaco:
gdzie:

Yiu=ao+t o Yo+ oo T 0m1Yme  + 0me1 Xt T 0mioXoe oo + Ok Xkt + €1

You=PBo+tBiYit .ot Bmi¥me  +BmniXic+ BmeaXor + oo + Pk Xie T €21

Y=o+ o Yy +...+ (Dm-lYm-l,t + Om1 X1t + Om2Xoe T oo T Ok Xk + Eme
Y, — zmienna objasniana w i-tym réwnaniu, 1 = 1,...m,

B, ... ,— sa parametrami strukturalnymi modelu,
X~ j-ta zmienna objasniajaca, k=1, ..., k.
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g, — jest skfadnikiem losowym w i — tym réwnaniu, 1 =1, ..., m.

Zgodnie z wczes$niejszymi uwagami w dalszej czesci zajmowac si¢
bedziemy przede wszystkim modelami jednorownaniowymi. Na przy-
ktadzie takiego modelu zostanie pokazany sposob szacowania parame-
trow strukturalnych, ktory ze wzgledu na sposdb postgpowania nazy-
wany jest Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratow [KMNK]. Jed-
nakze, ze wzgledu na czgstos¢ wystgpowania modeli wielorownaniowych
konieczna jest znajomos¢ roéwniez tych modeli. Dlatego tez w dalszej czg-
$ci opisane zostana niektore metody szacowania takich modeli. W celu
doktadnego poznania metod szacowania modeli wielorownaniowych
czy tez modeli jednorownaniowych, ale nieliniowych nalezy siggna¢ po
bardziej zaawansowane pozycje ksiazkowe.

Ponizej na przyktadzie modelu wielor6wnaniowego pokazane zosta-
na sposoby podziatu modeli a rowniez dokonana zostanie analiza wyste-
pujacych w nich zmiennych.

PRZYKLAD 2.1. Zaproponuj posta¢ trzyréwnaniowego modelu
ekonometrycznego opisujacego popyt na samochody.

Taki model, uwzgledniajacy zaréwno popyt na samochody, jak i ba-
dajacy zwiazane z tym popytem czynniki z rynku paliwowego, przed-
stawiaja ponizsze roOwnania:

(1) PS=a,taD +aD_  +aCB +¢g,

(2) PBt - l30 T BI[PSt + PS[—I] + BZDt T 82t

(3) CB =y, Tv,PS +e,
gdzie:

PS, — efektywny popyt na samochody (faktyczna sprzedaz samocho-

dow) w roku t,
0, 0, @, 0y — parametry strukturalne w rownaniu pierwszym,

D, — sredni dochod do dyspozycji gospodarstw domowych w roku t,
D_, — $redni dochdd do dyspozycji gospodarstw domowych w roku t-1,
CB, — cena benzyny w roku t,

g, — sktadnik losowy w pierwszym rownaniu,

PB, — efektywny popyt na benzyng (faktyczna sprzedaz benzyny w to-
nach) w roku t,

B, B, B,— parametry strukturalne w réwnaniu drugim,

PS, +PS_ | —taczna sprzedaz samochodéw w latach t oraz t-1,
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&,,— skfadnik losowy w drugim réwnaniu,
Y, ¥, — parametry strukturalne w trzecim rownaniu.

Przedstawiona posta¢ modelu wielor6wnaniowego nazywana jest
postacia strukturalna. Innym sposobem prezentacji modelu, ktora moz-
na uzyskac po przeksztatceniach, jest posta¢ zredukowana. Postacie te
rozna si¢ przede wszystkim rOwnoczesnym wystgpowaniem tych sa-
mych zmiennych, jako objasnianych w jednych réwnaniach i1 objasnia-
jacych w innych réwnaniach.

Latwo wida¢, ze w modelu pokazanym w przyktadzie 2.1. wsrod
zmiennych objasniajacych znajduja si¢ zmienne, ktére w innych row-
naniach sa zmiennymi objasnianymi. Przykladem wiasnie takiej sytu-
acji jest zmienna CB,, ktora jest zmienng objasniang przez rownanie (3).
Jednoczesnie ta zmienna objasnia ksztattowanie si¢ w pierwszym row-
naniu zmiennej PS. Z tego wzgledu konieczne jest poznanie 1 stosowa-
nie jednolitego nazewnictwa zmiennych.

2.3. KLASYFIKACJA ZMIENNYCH WYSTEPUJACYCH
W MODELU

W modelach ekonometrycznych wystepuja dwa podstawowe zbiory
zmiennych. Sa to zbiory obejmujace:

A — zmienne objasniane,

B — zmienne objasniajace.

Zmienne objasniane sa opisywane przez model. To zachowanie
tych zmiennych jest badane. Zalezy nam na poznaniu ksztattowania si¢
w przyszto$ci wlasnie zmiennych objasnianych przez model. W odr6z-
nieniu od nich wystepuja zmienne, ktére opisuja zachowanie si¢ zmien-
nych objasnianych. Dlatego tez nazywane sa zmiennymi objasniajacymi
ksztattowanie si¢ zmiennej objasnianej. Zwykle nie sa to zbiory roztacz-
ne. Wida¢ to réwniez na Przyktadzie 2.1. Zmienna CBt nalezy rowno-
czesnie do zbioru A i B.

Inna klasyfikacja, definiujaca roztaczne zbiory zmiennych wystepu-
jacych w modelach ekonometrycznych wyroznia dwa zbiory:

C — zmienne endogeniczne,

D — zmienne egzogeniczne.

Te dwa pojecia pozwalaja wyrdzni¢ zmienne, ktore naleza w mode-
lu tylko do jednego zbioru. Mozemy napisaé, ze zmienne endogeniczne
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zawierajg biezace® i opdznione zmienne objasniane przez model, pod-
czas gdy zmienne egzogeniczne to biezace i opdznione zmienne nie ob-
jasniane przez model, czyli majace cechg objasniajaca a nie bgdace wy-
jasnianymi przez model. Jak fatwo wida¢, Zadna ze zmiennych nie moze
by¢ nieobjasniana i objasniang jednoczesnie. Stad stwierdzenie, ze zbio-
ry te musza by¢ roztaczne.

W przypadku modeli wielor6wnaniowych zmienne dzielimy dodat-
kowo na zbiory:

E — zmienne lacznie wspoétzalezne,

F — zmienne z gory ustalone.

Zmienne lacznie wspodizalezne to wymienione wczesniej zmienne
endogeniczne ale nieop6znione, czyli majace subskrypt t. Natomiast
zmienne z gory ustalone to zmienne egzogeniczne i opdznione zmienne
endogeniczne. Podobnie tatwo stwierdzi¢, ze rowniez te zbiory sa roz-
taczne.

PRZYKLAD 2.2. Znajdz zbiory A,B, C, D, E, F dla zmiennych wy-
stgpujacych w modelu z Przyktadu 2.1.

Zgodnie z podanymi powyzej definicjami mozemy zapisac, ze w mo-
delu pokazanym w Przyktadzie 2.1 wystgpuja nastgpujace zbiory zmien-
nych:

A={PS,PB,CB},

B={D,D,, CB,PS,+PS,_,PS},
C={PS,PB,CB},
D={D,D,_,PS,+PS,_},

E = {PS, PB, CB},
F={D,D,,PS +PS_}.

Jak wida¢ w przyktadzie tym nie wystgpuja opdznione zmienne ob-
jasniane, co oznacza, ze zbiory A, C i E zawieraja te same elementy. Po-
dobnie rowne sg zbiory D i F.

2.4. KLASYFIKACJA MODELI EKONOMETRYCZNYCH

Klasyfikacji modeli mozna dokona¢ na wiele sposobow. Stosowa-
ne kryteria pozwalaja na wybor metod estymacji modeli. Oznacza to,

’ Zmienne biezace wystepuja w czasie t, co zapisujemy przyktadowo jako CB,. Zmienne opozniona
wystgpuje w okresach wezeséniejszych. Na przyktad sa to dane dla danego zjawiska, wystgpujace przed
rokiem, co zapisujemy w postaci subskryptu CB, | i odpowiednio np. zmienna CB, , reprezentuje warto$¢
tej zmiennej przed dwoma laty.
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ze wérod modeli stosowanych w praktyce konieczne jest okreslenie mo-
delu, przeprowadzenie wlasciwego postgpowania, ktoérego celem jest
przygotowanie do estymacji, 1 wreszcie wykorzystanie wlasciwej me-
tody estymacji modelu. W niektorych przypadkach konieczne jest prze-
prowadzenie dodatkowych testow, ktore pomoga dostosowac dane do
modelu, badz tez zweryfikuja stuszno$¢ stosowanej metody estymacji.

Ta ksiazka, majac charakter podrgcznika wstgpnego do nauki eko-
nometrii, ogranicza si¢ jedynie do modeli jednoréwnaniowych 1 linio-
wych. Pominigte zostang sposoby estymacji modeli wieloréwnanio-
wych. Réwniez wigkszo$¢ testow nie zostanie tu nawet wspomniana.
Dla czytelnika chcacego zglgbi¢ wybrane zagadnienia nie powinno by¢
problemu ze znalezieniem prac bardziej zaawansowanych®.

Zwykle modele ekonometryczne klasyfikujemy ze wzgledu na pigé
kryteriow. Ponizej przedstawiono opis tych kryteriow wraz z ilustruja-
cymi je przyktadami.

KRYTERIUM 1. Liczba réwnan w modelu.

- modele jednoréwnaniowe, opisujace zachowanie si¢ jednej zmienne;j,

- modele wieloréwnaniowe, w ktorych kazde rownanie objasnia jed-
na zmienna.

PRZYKLAD 2.3. Dokonaj klasyfikacji modelu wystgpujacego
w przyktadzie 2.1. Zaproponuj postac¢ jednorownaniowego modelu eko-
nometrycznego opisujacego popyt na samochody.

W przyktadzie 2.1. wystepuja 3 rownania. Opisuja one ksztaltowanie
si¢ trzech zmiennych objasnianych:

PS, — efektywny popyt na samochody (faktyczna sprzedaz samocho-
doéw) w roku t,
CB, — cena benzyny w roku t,
PB, — efektywny popyt na benzyng (faktyczna sprzedaz benzyny w to-
nach) w roku t.

Model ten taczy w sobie znany z teorii ekonomii efekt popytu na do-

4 W tej pracy nie bgdziemy analizowaé juz metod doboru zmiennych do modelu. Jest to bardzo wazna
czg$¢ nauki, pozwala bowiem na zwigkszenie informacji, ktorej dostarcza model. W tym przypadku
warto siggnac do prac profesora Z. Hellwiga. Rowniez praca zbiorowa M. Gruszczynskiego, M.
Kolupy, E. Le$niewskiej, G. Napiorkowskiej: Miary zgodnosci, metody doboru zmiennych, problemy
wspotliniowosci, PWN, Warszawa, 1979, zawiera opis metod doboru zmiennych do modelu. Ponadto
w pracy tej pokazane sg spotykane w modelach problemy wspoétliniowosci i metody eliminacji tego
zjawiska.
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bra komplementarne’. Opisuje cato$¢ zjawiska, uwzgledniajac fakt, ze
popyt na samochody jest zalezny od cen benzyny.

Model prosty, jednoréwnaniowy, badajacy popyt na samochody
przedstawi¢ mozna za pomoca modelu:

PSt: o, + alDt + U"ZDt-l + a3CBt te,
gdzie® zmienne maja to samo znaczenie, jakie nadano im w przyktadzie 2.1.

KRYTERIUM 2. Posta¢ analityczna modelu.
- modele liniowe, w ktérych wszystkie zalezno$ci modelu sa liniowe,

- modele nieliniowe, w ktorych chociaz jedna zalezno$¢ modelu jest
nieliniowa.

PRZYKLAD 2.1. pokazuje model liniowy, to jest taki model, w kto-
rym roOwnania sa sumg iloczynéw parametrow strukturalnych i zmien-
nych. Zmienne nie wyst¢puja w postaci funkcji trygonometrycznych,
wyktadniczych czy innych funkcji nieliniowych. Jest to zatem model li-
niowy. Nieliniowos$¢ moze dotyczy¢ zarowno parametrow jak i zmiennych.

PRZYKLAD 2.4. Podaj przyktad modelu nieliniowego opisujacego
proces produkcji.

W literaturze polskiej jest szereg pozycji, w ktorych znalez¢ moz-
na przyktady funkcji opisujacych proces produkcji i jego efekty. Funk-
cje takie zwane sa witasnie funkcjami produkcji. Najpopularniejsza jest
funkcja produkeji typu Cobb-Douglasa. Zostata opisana po raz pierw-
szy przed prawie stu laty’. Posta¢ funkcji typu Cobb-Douglasa reprezen-
tuje ponizsze rdéwnanie:

Q = e"PPCrede®
gdzie zmienna objasniang Q jest wartos¢ produkcji a zmienne objasnia-
jace oznaczaja odpowiednio: P — wielko§¢ naktadoéw pracy zywej, C
— warto$¢ naktadéw pracy uprzedmiotowionej, t — czas. Sktadnik lo-
sowy € wystepuje rowniez w formie funkcji wyktadniczej o podstawie
e. Parametry a, B, y sa odpowiednio: stata regresji, elastyczno$cia pro-
dukcji wzgledem naktadow pracy zywej oraz wzgledem naktadow pra-

> Dobra wystgpujace razem (samochdd i benzyna, aparat cyfrowy i pamig¢¢) w odréznieniu od dobr
substytucyjnych (masto i margaryna).

¢ W ekonometrii wystgpuje roOwniez analiza rOwnan ,,wyjetych”, czyli analizowane jest jedno rownanie
wyjete z modelu wielorOwnaniowego.

7 Cobb C.W., Douglas P.H.: A Theory of Production, American Economic Review Supplement, 1928.
Szczegdtowy opis tej funkceji znajduje si¢ w pracy: Dunajewski H.: Struktura i stosowalnosé¢ funkcji
produkcji typu Cobb-Douglasa, Ekonomista, 1962, Nr 3.
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cy uprzedmiotowionej. Parametr & wyraza postgp techniczny neutralny®.
Latwo wida¢ na podanym przyktadzie, ze taka funkcja produkcji jest
nieliniowa zaréwno ze wzglgdu na parametry jak i zmienne.

KRYTERIUM 3. Uwzglednienie czynnika czasu w modelu.

- modele statyczne, ktore nie uwzgledniajac czynnika czasu,

- modele dynamiczne, w ktorych uwzglednia si¢ czynnik czasu w po-
staci zmiennej czasowej (trend, tendencja rozwojowa) lub op6znie-
nia zmiennej objasnianej (autoregresja). Wystepowanie tego czyn-
nika chociaz w jednym réwnaniu okres$la model jako dynamiczny.

PRZYKLAD 2.5. Model wieloréwnaniowy z przyktadu 2.1 jest mo-
delem statycznym. Nie zawiera czynnika czasu, jak rowniez zadna
zmienna objasniajaca nie jest opdzniona (z subskryptem t-1) zmienna
objasniana. Podaj przyktad modelu dynamicznego.

W teorii ekonomii znany jest model Harroda-Domara’. Pokazuje on
wzrost gospodarczy jako funkcj¢ dokonywanych inwestycji oraz istnie-
jacego w gospodarce majatku produkcyjnego.

Mt - aOMt»l + allt + Slt

Dt - B OMt + SZI

Dt = Ct + It
gdzie: Gdzie D, — reprezentuje produkt krajowy brutto w roku t, M, oraz
M, , — to warto$¢ majatku trwatego odpowiednio w roku t i w roku po-
przednim (t-1), C, — konsumpcja, I — inwestycje.

Model ten jest modelem dynamicznym, w ktérym majatek produk-
cyjny w roku biezacym jest opisywany tymze majatkiem w roku po-
przednim. Jednocze$nie majatek okresla wielkos¢ produktu krajowego

brutto. Trzecie rownanie stanowi tozsamos¢, stwierdzajac, ze wytwo-
rzone w gospodarce warto$ci sa albo konsumowane albo inwestowane.

KRYTERIUM 4. Charakter powiazan pomigdzy zmienng objasniang
a zmiennymi objasniajacymi.
- modele przyczynowo-opisowe,
- modele symptomatyczne,
- tozsamosci.

8 W rozumieniu Hicksa. Por. Allen R.G.D.: Teoria makroekonomiczna, PWN, Warszawa, 1975, s. 247
i nastgpne.

° Jest to jeden z pierwszych modeli ekonomicznych dotyczacych stabilnego wzrostu, uzalezniajac go od
decyzji inwestycyjnych.
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Kryterium to bazuje na powiazaniach pomig¢dzy zmiennymi modelu.
Mozna zauwazy¢, ze modele budujemy bazujac na teorii ekonomii. W
pierwszym kroku powinno sig rozpozna¢ teorig, postawi¢ hipotezg i na
jej podstawie zbudowaé odpowiednie rdwnanie. Przykladem takiego
réwnania jest pierwsze i drugie rbwnanie w przykladzie 2.5. Pierwsze
1 drugie rownanie okres$laja zmienna objasniajaca jako skutek przyczy-
ny, jaka jest ksztalttowanie si¢ zmiennej objasniajacej. Wysokos¢ inwe-
stycji okresla warto§¢ majatku produkcyjnego. Wystepuje zatem wyraz-
na przyczyna (inwestycje) i skutek (wzrost majatku produkcyjnego).

Trzecie rOwnanie jest tozsamoscia, przedstawiajaca ekonomiczny
pewnik. Nie mozna zrobi¢ z zarobiong zlotoéwka nic innego jak ja skon-
sumowac (zguba jest forma konsumpcji) lub zaoszczedzié.

Rownania, w ktorych rolg zmiennych objasniajacych petnia zmien-
ne skorelowane z odpowiednimi zmiennymi objasnianymi ale nie wy-
razajace zrodel zmiennosci zmiennych objasnianych, nazywamy réw-
naniami symptomatycznymi. Mozna sobie wyobrazi¢, ze wysokos$¢ do-
chodow hoteli nad morzem opisywaé bedziemy w zaleznos$ci od $red-
niej temperatury w miesigcach wakacyjnych i od czasu (model dyna-
miczny, zawierajacy tendencjg rozwojowa). Taki model pokazuje nastg-
pujacy przyktad:

PRZYKLAD 2.6. Napisz jednorOwnaniowy, symptomatyczny model
opisujacy przychody z ustug hotelarskich nad morzem.

S=aS  taG +aT+eg
gdzie: S, reprezentuje przychody z ustug hotelarskich w rokut, S | jest
opdzniona zmienna objasniang, reprezentujaca przyzwyczajenia tury-
stow (czgS¢ 0sob jezdzi systematycznie do tych samych osrodkow), G,
jest srednia temperatura w lipcu i sierpniu w roku t, T jest tendencja roz-
wojowa, przyjmujacg wartos¢ kolejnej liczny naturalnej (T =1, 2, 3, ...n).

Model powyzszy jest symptomatycznym modelem jednoréwnanio-
wym, gdyz pokazuje przychody jako funkcje temperatury. Zmienna ta
oczywiscie nie wplywa na przychody w sposob bezposredni. Jednak-
ze decyzje urlopowe sa podejmowane w oparciu o przewidywana tem-
peraturg. Zmienna ta jest skorelowana z prawdziwa zmienna, majaca
wplyw na przychody z ustug hotelarskich (rosnaca temperatura nie pod-
nosi przychodow z ustug hotelarskich, jednak sprzyja przyjazdom nad
morze wigkszej liczby turystow).
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KRYTERIUM 5. Charakter powiazan mig¢dzy zmiennymi tacznie
wspoélzaleznymi.
- modele proste,
- modele rekurencyjne,
- modele o rownaniach wspotzaleznych.
Zgodnie z zapisem z poczatku tego rozdziatu model wielor6wnanio-
wy mozemy zapisa¢ w postaci:

Ylt= 0“0 + alYZt Tt (xm-lYmt + 0‘ X To +2X2t Tt +kat + 8

Y2t - BO + BlYlt Tt Bm-lYmt Bm+1X1t Bm+2X2t Tt B Xt 8

m+k™ "kt
Ymt:m0+(01Y]t+"'+(Dm-lY -1t +0) X +(D +2X21+ +(D +kat+8t

co po przeksztatceniu'® mozna zapisa¢ w postaci, zwanej postacia struk-
turalna:

Yn - a’lYZt T T O Y —a, 0Lm+1X am+2X2t : am+kat_ €
th - BlYlt T Bm-1Ymt B0 BmHX Bm+2 2t Bm+kat_ &
Y —oY, .- (nm_lYm_ht —0,~O_, X, — o)er2t D G -

Zapis macierzowy tego modelu wyglada nastepujaco:
BY-I'X=¢€
Gdzie, majaca znaczenie z punktu klasyfikacji modelu macierz B

(parametrow strukturalnych stojacych przy zmiennych facznie wspotza-
leznych) wyglada nastepujaco:

1 - ... —-a,, Y,
B = _ﬁl 1 _ﬁm—l Y = Yz
—0; —@; .. 1 mxm Ym mx1

Macierz B wskazuje na rodzaj modelu. Od jej ksztattu zalezy rodzaj
modelu wielorownaniowego. Ona rowniez okresla¢ moze sposob esty-
macji parametrow strukturalnych modelu.

Najogolniej mozna napisac¢, ze z modelem prostym mamy do czynie-
nia, gdy macierz B jest macierza jednostkowa, to znaczy macierza ma-
jaca jedynki na gtownej przekatnej (diagonalnej) a zera wystgpuja w po-

10 Po prawej stronie rownosci pozostaty tylko sktadniki losowe.
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zostalych miejscach macierzy. Parametry strukturalne modeli prostych
szacujemy w drodze estymacji pojedynczej (kazde rOwnanie oddzielnie)
za pomoca Klasycznej Metody Najmniejszych Kwadratow [KMNK].

Model rekurencyjny bedzie miat macierz B w formie macierzy troj-
katnej (elementy na gtéwnej przekatnej sa jedynkami a nad ta przekatna
wystgpuja rowniez elementy rézne od zera, podczas gdy pod niag wy-
stgpuja same zera, lub odwrotnie zera sa nad diagonalna w pod nia sa
réwniez elementy rézne od zera). W przypadku modeli rekurencyjnych
stosujemy do estymacji réwniez Klasyczna Metod¢ Najmniejszych
Kwadratow. Postgpowanie rozpoczynamy od rownania, w ktoérym nie
wystepuja jako zmienne objasniajace inne zmienne objasniane. Esty-
macja parametrow strukturalnych tego rdéwnania KMNK pozwala na
wyliczenie wartosci teoretycznych zmiennej objasnianej. Nastgpnie
te wlasnie warto$ci teoretyczne (wyliczone na podstawie modelu) sa
wstawiane w miejsce wartosci rzeczywistych (obserwowanych). W ten
sposob spetnione sa warunki (opisane w dalszej czgsci) wymagane dla
KMNK.

Model wspotzalezny ma macierz B w postaci, ktorej nie mozna spro-
wadzi¢ przez zamiang wierszy do macierzy jednostkowej ani macierzy
trojkatnej. Do szacowania takich modeli wykorzystywane sa: Posrednia
Metoda Najmniejszych Kwadratow, Podwojna Metoda Najmniejszych
Kwadratow a takze metody estymacji taczne;.

Posrednia Metoda Najmniejszych Kwadratow [PMNK] polega na
wyznaczeniu ocen parametréw postaci strukturalnej — czyli postaci mo-
delu, ktory zostat zaproponowany do szacowania — przy wykorzystaniu
uprzednio oszacowanych parametrow postaci zredukowanej. Oznacza
to, ze model w postaci (strukturalnej) macierzowe;j:

BY -I'X=€
mnozymy lewostronnie przez macierz odwrotna do macierzy B, czyli
B-!. Dzigki temu uzyskamy zredukowana posta¢ modelu:

B'BY =B'TX +B'€.

Czyli oczywiscie po skorzystaniu z wtasciwos$ci macierzy odwrotne;j:

Y=B'TX+B'€.

Posta¢ zredukowana to oczywiscie model prosty. Co oznacza, ze do
niej mozemy zastosowa¢ KMNK. Jak tatwo wida¢ zasob informacji
wynikajacy z tej postaci (zredukowanej) moze by¢ niewystarczajacy
do uzyskania oszacowan oryginalnego modelu w postaci strukturalne;j.
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Dlatego do PMNK wymagana jest jednoznaczna identyfikowalno$é
modelu. Oznacza to, ze jedynie do estymacji parametrow czg$¢ mode-
li, spetniajacych warunek jednoznacznej identyfikowalno$ci moze by¢
uzyta PMNK'".

W przypadku braku jednoznacznej identyfikowalno$ci nie jest mozli-
we szacowanie parametrow strukturalnych modeli wspotzaleznych przy
wykorzystaniu postaci zredukowanej. W takim przypadku nalezy za-
stosowa¢ Dwustopniowa Metodg Najmniejszych Kwadratow [2MNK].

2MNK polega na dwukrotnym zastosowaniu metody klasyczne;j:

- w pierwszym kroku szacujemy parametry strukturalne postaci zre-
dukowane;j:

(Y=B'T'X+B'€)

1 na tej podstawie wyliczamy wartosci teoretyczne zmiennych tacznie
wspolzaleznych,

- w drugim kroku szacujemy parametry postaci strukturalnej, z tym, ze
zamiast prawdziwych obserwacji dokonanych na zmiennych tacznie
wspoizaleznych (ktore pelnia w réwnaniu funkcj¢ zmiennych obja-
$niajacych) uzywamy wartos$ci teoretycznych tych zmiennych, obli-
czone w pierwszym kroku.

PRZYKLAD 2.7. Dokonaj klasyfikacji modelu z przyktadu 2.1.

Model z przyktadu 2.1 okresla popyt na samochody. Dla przypo-
mnienia powtdrzmy zapis tego modelu:

(1) PS=a,+taD +aD_  +aCB +eg,

27 t-1

(2) PB, =B, +B,[PS,+PS ]1+B,D +e,

(3) CB =7, +7/PS *¢,

Model jest wielorownaniowym (kryterium 1) liniowym (kryte-
rium 2) statycznym (kryterium 3) modelem przyczynowo-skutkowym
(kryterium 4). W celu okreslenia modelu z punktu widzenia kryterium 5
konieczne jest wyznaczenie macierzy B stojacej przy wektorze zmien-
nych facznie wspotzaleznych.

Dlatego tez wykonamy nast¢pujace dziatania:

a) zostawimy po prawej stronie znaku réwnosci wylacznie sktadni-

ki losowe:

(1) PS~o,—aD,-0aD_  —-0CB=¢,

11 Szerzej o szacowaniu parametrow za pomoca PMNK pisze: B. Borkowski w pracy Ekonometria, PWN,
2003 na s. 236 i nastgpnych. Tamze znalez¢ mozna przyktad wykorzystania PMNK i 2MNK.
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) PBt o B0 o Bl [PSt + Pst—l] - Bth &y

(3) CBt Yo~ YIPSt &y

b)pogrupujemy oddzielnie zmienne tacznie wspoizalezne'> i oddziel-
nie z gory ustalone

(1) PS~0,CB-0a,—aD -aD =g,

(2) PB,—B,VB,[PS +PS_]-B,D =¢,

(3) CB,VyPS~-y,=¢,

¢) zapiszmy model w postaci macierzowej

1 0 —a,|[PS, -a® —a' -a® 0 1 &

0 1 0 [|[PB|+|-B8° B 0 -p° Di =| &y

-y, 0 1 ||CB, -7 0 0 O D, £
PS, —PS, ,

d)zwr6¢my uwage na macierz B, stojaca przy zmiennych lacznie
wspotzaleznych. Jest to macierz r6zna od macierzy jednostkowe;j
1 macierzy trdjkatnej. Zaro6wno pod jak i nad diagonalng znajduja
si¢ elementy r6zne od zera. Model jest wspotzalezny.

2.5. METODA EKONOMETRII

Zadaniem ekonometrii jest dostarczenie wiedzy o sile zjawisk eko-
nomicznych oraz dokonanie symulacji badz znalezienie prognoz doty-
czacych przysztych stanoéw natury. W celu uzyskania tego wyniku na-
lezy jednak przejs¢ dosy¢ dtugotrwaly proces zbierania danych, budo-
wania modelu, jego estymacji, weryfikacji i dopiero po pozytywnym
zakonczeniu tego etapu mozna wykorzystywa¢ model do wyciagania
wnioskoOw czy liczenia prognoz. Wtasnie te kroku pokazuje zamiesz-
czony schemat post¢gpowania ekonometrycznego.

Zgodnie z pokazanym schematem pierwszym krokiem jest budowa
modelu. Dokonuje si¢ tego w oparciu o wiedz¢ odnosnie praw ekono-
micznych lub hipotez stawianych na podstawie obserwacji zjawisk. Tak
jak napisane zostato wczesniej, istnieje wiele metod doboru zmiennych
do modelu. Zasadniczym celem jest uzyskanie modelu, ktory nie ma-
jac niepozadanych witasciwosci wyjasnia¢ moze znaczna czg$¢ wahan
zmiennej objasnianej przez model. Dlatego gldéwne zadanie polega nie
tylko na probie przedstawienia w modelu wszystkich hipotez, ale

1> Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze zmienna PS + PS | reprezentuje przyrost zmiennej objasnianej w
roku t. Nie jest zatem przyrost objasniany w Zadnym rOwnaniu.
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Schemat 2.1. Metoda ekonometrii

| Rozpoznanie teorii ekonomii,
postawienie hipotez, budowa modelu

l

Il Okreslenie modelu, wybér metody
estymacji parametréw, estymacja

|

Il Weryfikacja merytoryczna modelu,
weryfikacja statystyczna

|

IV Wykorzystanie modelu do analiz lub
prognoz

rowniez eliminacje mozliwych btedéw wynikajacych z wybranego
zbioru zmiennych. Najogo6lniej w doborze zmiennych objasniajacych
chodzi o to, by kazda z nich byta silnie skorelowana ze zmienna obja-
$niana, ale jednoczesnie korelacje pomigdzy zmiennymi obja$niajacymi
byty jak najmniejsze.

Nastepnym krokiem, czgsto niedocenianym, jest zebranie informa-
cji o ksztaltowaniu si¢ poszczegdlnych zmiennych w roznych latach.
Najczgsciej wykorzystuje si¢ wlasnie dane w postaci szeregow czaso-
wych, to jest warto$ci zmiennych w r6znych (w kolejnych) miesiacach,
kwartatach czy latach. Czgsto wtasnie nastepuja zmiany w sposobie li-
czenia danego zjawiska. Wprowadza si¢ zmiany w definicji, uzupetnia.
Powoduje to, ze dane nie sa wystarczajaco dobre do wykorzystania ich
do estymacji modelu. Przyktadowo badanie poboru wody przez gospo-
darstwo domowe zaleze¢ moze od tego, jak prowadzi si¢ t¢ czynnosc.
Czy w bloku mieszkalnym jest jeden licznik a zuzycie rozpisuje si¢
proporcjonalnie na liczbe cztonkéw gospodarstwa domowego, czy tez
odczytuje si¢ dane z licznika zainstalowanego w kazdym mieszkaniu.
Najczgsciej wlasnie zatozenie licznikow powoduje odczyty §wiadczace
o znacznym spadku zuzycia wody, co raczej wskazuje na btedy w po-
miarze a nie na faktycznie mniejszym zuzyciu wody.
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Obok szeregow czasowych wykorzystuja jeszcze dane przekrojowo
czasowe. Pochodza one z pewnej zbiorowos$ci charakteryzujacej si¢ ta
sama cecha w okreslonym czasie. W tym przypadku do analizy zuzy-
cia wody mozna wzia¢ wszystkie gospodarstwa domowe w danym blo-
ku. Nie musi zatem wystgpowac szereg czasowy polegajacy na wielo-
miesigcznych obserwacjach jednego gospodarstwa domowego. Podob-
nie mozna wykorzysta¢ dane przekrojowe jak i szereg czasowy"’.

Obok takich danych w modelach mozna wykorzystywa¢ zmienne,
ktére przyjmuja warto$¢ jeden, gdy zmienna ma okreslona cechg, lub
zero, gdy zmienna danej cechy nie posiada. Zmienne takie okreslamy
mianem zerojedynkowych. Czgsto w modelach gospodarczych w ten
sposob wyroznia si¢ dokonane zasadnicze zmiany. Mozna wprowadzi¢
zmienng zerojedynkowa w sytuacji badania zjawisk gospodarczych
w sie wprowadzenia podatku VAT. W miesiacach, przed wprowadze-
niem podatku zmienna przyjmuje wartos¢ zero. Od dnia wprowadzenia
podatku VAT ta sama zmienna przyjmuje warto$¢ jeden. W ten sposob
eliminuje si¢ wpltyw takiego znacznego czynnika, ktory wystgpuje tylko
w czg$ci badanego okresu.

Dokonanie klasyfikacji modelu i wybor metody estymacji parame-
trow strukturalnych jest kolejnym krokiem w postgpowaniu ekonome-
trycznym. W tej ksiazce ograniczymy si¢ jedynie do Klasycznej Meto-
dy Najmniejszych Kwadratow stosowanej do liniowych modeli jedno-
réwnaniowych. Jednakze czytelnik wie, ze w przypadku innych mode-
li nalezy (by¢ moze) skorzysta¢ z innych metod estymacji parametrow
strukturalnych.

Oszacowanie parametroOw rozpoczyna proces weryfikacji modelu.
Najpierw dokonywana jest weryfikacja merytoryczna. Badane sa wiel-
ko$ci parametrow 1 ich interpretacja. W ten sposob analizowana jest
stusznos¢ uzyskanych oszacowan. Oszacowania te nie zaleza jedynie od
metody estymacji czy od danych. Rownie wazne sa zwiazki pomigdzy
zmiennymi objasniajacymi. Moga one powodowa¢ duze bledy w sza-
cunku parametrow. Dlatego weryfikacja merytoryczna jest pierwszym
krokiem do akceptacji modelu.

Kolejnym krokiem jest analiza koincydencji. Zostanie ona opisana
w nastgpnej czgsci. Po uzyskaniu pozytywnego wyniku z analizy ko-
incydencji nastgpuje weryfikacja dobroci modelu. Badajac wspolczyn-
nik determinacji staramy sig oceni¢, jak duzo badanego zjawiska mozna

13Sposoby postepowania w obu przypadkach sa doktadnie opisane w literaturze przedmiotu.
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wyjasni¢ przy pomocy uproszczonego narzgdzia, jakim jest model eko-
nometryczny.

Kolejnym krokiem weryfikacji jest badanie istotnosci zmiennych.
Do tego wykorzystywany jest rozktad t-Studenta. Tablica rozktadu zo-
stata zamieszczona na koncu niniejszej ksiazki. Obok opisanego w dal-
szej czgSci badania statystycznej istotno$ci zmiennych objasniajacych
stosowa¢ mozna wiele innych testow. Dotyczy¢ one moga badania li-
niowosci, autokorelacji sktadnika losowego, homoskedastycznosci te-
goz skladnika, badania normalnosci rozktadu sktadnika losowego. Bar-
dziej zaawansowane podreczniki do nauki ekonometrii zawieraja opis
tych i innych tekstow'*.

2.6. ESTYMACJA PARAMETROW STRUKTURALNYCH
JEDNOROWNANIOWEGO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

Osoby konczace studia czgsto zaczynaja szuka¢ wlasnego mieszka-
nia. Biora pod uwagg zaréwno swoje preferencje, ale takze uwarunko-
wania budownictwa mieszkaniowego i wlasne mozliwosci finansowe.
W pierwszej kolejnosci staja si¢ klientami agencji nieruchomosci, ktore
zadaja od nich wielu danych odno$nie oczekiwan w stosunku do miesz-
kania oraz kwoty, ktora moga dysponowac przy zakupie mieszkania.

Zwykle nikomu nie nastrecza wigkszych klopotow udzielenie od-
powiedzi. Rowniez okreslenie zmiennych, ktore moga mie¢ wptyw na
cen¢ mieszkania jest stosunkowo proste. Wazne w tym przypadku sa
miedzy innymi takie dane jak:

- dzielnica mieszkaniowa,

- powierzchnia mieszkania,

- liczba pokoi,

- pigtro, na ktorym mieszkanie si¢ znajduje,

- metraz kuchni,

- funkcjonujaca w bloku winda,

- otoczenie mieszkania (zielen, przemyslt, inne bloki, itp.),
- kierunek, na ktéry wychodza okna mieszkania,

- wysoko$¢ mieszkania,

4Niektore z nich mozna znalez¢é w pracy zbiorowej pod redakcja naukowa M. Podgoérskiej: Ekonometria,
SGH. Wznowienia tego popularnego podrgcznika dla studentow studiow ekonomicznych dokonywane sa
prawie corocznie.
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- rok budowy,
- metoda budowy (wielka plyta, cegla tradycyjna, nowe technologie)
- odleglo$¢ od stacji metra.

Latwo sobie wyobrazi¢, ze cena jest uwarunkowana ponadto gra po-
pytu i podazy, gdyz kazde mieszkanie podlega prawom rynku. Istotna
zatem zmienng jest zmienna zerojedynkowa $wiadczaca o przewadze
popytu (przybiera wartos¢ 1) lub podazy (przybiera warto$¢ 0). Moz-
na zatem zaproponowac posta¢ modelu ekonometrycznego, na podsta-
wie ktorego wyliczona zostanie cena mieszkania, bedacego przedmio-
tem marzen.

PRZYKLAD 2.8. Przedstaw posta¢ jednorownaniowego, liniowe-
go modelu ekonometrycznego wyjasniajacego ksztattowanie si¢ cen
mieszkan w Srédmiesciu Warszawy.

Uwzgledniajac czg$¢ zmiennych wyliczonych wczesniej model moze
mie¢ postac:

CM,=a,+ a,PM +o,LP +aPK +aPP +¢
gdzie:

CM, — cena mieszkania w PLN (t oznacza numer transakcji, méwimy

cena t-tego mieszkania),

PM, — powierzchnia mieszkania w metrach kwadratowych,

LP, —liczba pokoi w mieszkaniu,

PK, — powierzchnia kuchni (w m?),

PP — zmienna zerojedynkowa, przyjmujaca warto$¢ 1, gdy zauwazal-
na jest przewaga popytu na mieszkania oraz 0, gdy przewaza po-
daz mieszkan,

g, — skfadnik losowy reprezentujacy wszystkie pozostate zmienne.

W dalszej czgsci, po poznaniu estymatora uzyskanego Klasyczna
Metoda Najmniejszych Kwadratow, pokazany zostal przyktad uwzgled-
niajacy niektore z podanych zmiennych, oszacowany na przyktadzie da-
nych z jednej z gazet, publikujacych dane z rynku nieruchomosci.

Najogolniej jednorownaniowy liniowy model ekonometryczny moz-
na przedstawi¢ rOwnaniem:

Y=0o,, X +tao, X +...ta X te,
gdzie:
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Y — warto$¢ zmiennej objasnianej w roku (transakcji) t,

Xj, dla =1, 2, ..., k, obserwacje na zmiennych objasniajacych,
¢ — sktadnik losowy,

o, dla j=0, 1, ..., k, poszukiwane parametry strukturalne modelu.

Latwo widaé, ze wraz ze stata (wektor jedynek stojacych przy a0
facznie k+1 zmiennych obja$nia zmienng Y. Zardwno zmienne objasnia-
jace, jak 1 zmienna objasniana moga by¢ obserwowane i mozemy po-
zna¢ ich rzeczywista realizacje. Na przyktad w transakcji nabywania
mieszkania znamy zaréwno ceng jak i powierzchni¢ mieszkania, pig-
tro, liczbg pokoi itp. Wiasnie te dane nazywamy obserwacjami zmien-
nych (warto$ci rzeczywiste). Celem postepowania ekonometrycznego
jest oszacowanie warto$ci parametrow strukturalnych modelu wtasnie
na podstawie zebranych informacji statystycznych, dotyczacych warto-
$ci zmiennych wystepujacych w modelu.

Oznacza to, ze dysponujemy szeregami czasowymi obserwacji na
wszystkich zmiennych modelu. Kazda zmienna zostata zaobserwowana
n razy (n musi by¢ znacznie wigksze od k). Moga to by¢ dane w posta-
ci szeregu czasowego (np. plony z danego pola w kolejnych latach) lub
w przypadku danych przekrojowych n oznacza liczbg obserwowanych
obiektow (np. transakcji mieszkaniami).

Kolejne obserwacje na zmiennych oznaczamy subskryptem t. To
znaczy:

y, — jest wartoScia obserwowana (rzeczywista) zmiennej objasnianej Y
w okresie lub transakc;ji t,
X, — wartos¢ obserwowana (rzeczywista) zmiennej objasniajacej X
w okresie lub transakc;ji t,
t=1,2,...,n.

Zebrane informacje przedstawia si¢ w ujeciu wektorowym (macie-
rzowym) w sposob nastgpujacy:

Y,

Y=|"| - wektor obserwacji dokonanych
Y|, Dazmiennej objasniane;

52



1 Xu Xa  Xa

1 Xo Xz Xao macierz
— zaobserwowanych wartosci
zmiennych objasniajacych

1 Xln XZn an I’]X(k+l)

Przyktadowo x,, oznacza obserwacj¢ dokonana na zmiennej X,
w roku (transakcji) 2. Oznacza to, ze po uwzglednieniu znanych war-
tosci poszczegodlnych zmiennych réwnanie przyjmuje posta¢ uktadu n
réwnan liniowych (gdyz t przyjmuje wartosci od 1 do n):

yt - (1'0 + a1X|t+ a2X2t Tt akat + St’

Podobnie mozna zapisac:

&
€= - — wektor sktadnika losowego,
&n
nx1
oraz

o

(24}
a = — wektor szukanych parametrow
strukturalnych modelu.
L% Jksnya

W takim przypadku, korzystajac z zapisu macierzowego mozemy jed-
noréwnaniowy model zapisa¢ w postaci:

y=Xo+eg
T¢ posta¢ modelu bgdziemy wykorzystywaé¢ w dalszych oblicze-
niach wielokrotnie. Ponizej zostanie ona wykorzystana do znalezienia
estymatora parametrow strukturalnych modelu za pomoca Klasyczne;j
Metody Najmniejszych Kwadratow [KMNK]. Warto przypomniec z na-
uki statystyki'”, Ze pozadanymi wtasciwo$ciami estymatorow sa:
- zgodnos¢, to jest zbiezno$¢ stochastycznie do o;

15 Por. np. J. Jozwiak, J. Podgorski: Statystyka od podstaw, PWE, 2001, s. 202 i nastepne. Opisane tam sa
zardwno pojecie, jak i podstawowe wiasnosci estymatorow.
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- nieobciazonos¢, czyli wartos$¢ oczekiwana jest rOwna wartosci praw-
dziwej E(a) = a;

- efektywnos¢, czyli minimalizowanie wariancji estymatora'®;
W celu znalezienia estymatora przyjmiemy nastgpujace zatozenia'’:

Zalozenie 1. Zmienne objasniajace Xj sa nielosowe i nieskorelowane
ze sktadnikiem losowym,

Zalozenie 2. Rzad macierzy X rowna si¢ k+1, co zapisujemy
rz(X)=k+1

Zalozenie 3. Liczba obserwacji jest znacznie wigksza od liczby
zmiennych objas$niajacych, co mozna zapisaé: n >>k + 1,

Zalozenie 4. Warto$¢ oczekiwana sktadnika losowego wynosi zero
E(e) =0,

Zalozenie 5. Skladnik losowy ma statla i skonczona wariancje
a ponadto jest w poszczego6lnych okresach (transakcjach) niezalezny

D?(e)=E(ee")=c’l,02< .

W niektorych przypadkach zaktada sig, ze sktadnik losowy w kaz-
dym z okres6w ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i skon-
czonej, statej wariancji 6 oraz poszczegdlne okresy sa niezalezne. Przy
uwzglednieniu powyzszych zatozen mozna sformutowaé twierdzenie

okreslajace Klasyczna Metodg Najmniejszych Kwadratow, jako metode
dajaca najlepsze estymatory.

Twierdzenie (Gaussa — Markowa)

Estymator a'® wektora parametrow o jednoréwnaniowego ekonome-
trycznego modelu wyznaczony przy pomocy KMNK jest estymatorem:
liniowym, nieobciazonym, zgodnym i najefektywniejszym w klasie li-
niowych i nieobcigzonych estymatorow.

Zgodnie z wczesniejszym zapisem zajmiemy si¢ szukaniem za po-
moca metody najmniejszych kwadratéw, postaci estymatora parame-
trow jednoréwnaniowego modelu ekonometrycznego:

Y=Xoa+¢.

16 Zgodnie z definicja estymator, ktory ma w zbiorze wszystkich nieobciazonych estymatoréw najmniejsza
wariancj¢ jest nazywany najefektywniejszym. Por. tamze s. 207.

'7 Dotycza one stosowalno$ci metody najmniejszych kwadratow.

18 Oszacowania bedziemy przedstawia¢ literami tacinskimi, podczas gdy warto$ci rzeczywiste parametrow
literami greckimi.
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Wartos$ci teoretyczne uzyskane na podstawie modelu bedziemy w od-
réznieniu od warto$ci rzeczywistych, zaobserwowanych, oznacza¢ zna-
kiem ,,dach”. Teoretyczne warto$ci po oszacowaniu modelu uzyskamy
na podstawie:

Y = Xa.

Oczywiscie w postaci szczegdtowej, okreslajacej wartos$¢ teoretycz-
na zmiennej dla danych z okresu t, takq warto$¢ teoretyczna reprezen-
tuje rbwnanie:

Yy, =4, + a1x1t+ X, + ...+ ax, -

Réznice pomigdzy wartoscia rzeczywista a warto$cia teoretyczna
uzyskana na podstawie modelu okresla¢ bedziemy jako reszta. Oznacza
to, ze resztg dla okresu t mozemy zapisac:

7 M y >
t t t
a reszt takich jest oczywiscien (t=1, 2, ..., n ). Sa one réwne kolejnym
roznicom elementéw ponizszych wektorow:
y: y:
Y = oraz Y=
yr Yo

Czyli wektor reszt mozna przedstawi¢ w postaci:

e
e=Y-Y=
e,

Po podstawieniu w miejsce Y postaci modelu uzyskamy zapis:

e=Y-Y=Y-Xa.

Metoda najmniejszych kwadratow polega na wyznaczeniu takiego
wektora oszacowan a wektora parametréw a, dla ktérego wielkos¢ be-

daca suma kwadratéw wszystkich elementoéw wektora reszt (e'e) osiaga
minimum. Interesuje nas zatem minimalizacja warto$ci:

e'e =(y — Xa)" (y - Xa)
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co po wymnozeniu daje postac'®:

efe=y'y — 2a™X"y + a™X"Xa
majaca swe minimum wowczas, gdy pierwsza pochodna jest rowna
zeru, czyli

o(y'y —2a™X"y + a’X"Xa )/0a =0,
€O 0znacza rOwnosc:

—2X"y +2X"Xa =0,

a po dalszych przeksztatceniach uzyskujemy uktad w postaci:

X"Xa = XTy.

Na podstawie przyjetego zatozenia odnos$nie rzedu macierzy X mo-
zemy stwierdzi¢, ze macierz X'™X jest macierza kwadratowa, syme-
tryczng stopnia k + 1. Zatem macierz ta jest nieosobliwa. Oznacza to, ze
poszukiwany estymator ma postac:

a=(X"X)"'X"y

Macierz drugich pochodnych czastkowych powyzszej funkcji wzgle-
dem a jest rowna:

A(y"y —2a™X"y + a™X"Xa)/0a*> = 2X"X
co oznacza, ze jest ona dodatnio okreslona a zatem jest spetniony waru-

nek osiagania minimum lokalnego w punkcie a. Wektor a jest estyma-
torem liniowym.

PRZYKLAD 2.9. Oszacuj parametry strukturalne modelu ekono-
metrycznego dla agencji nieruchomosci, ktéra dokonuje posrednictwa
w sprzedazy mieszkan w Srodmiesciu Warszawy. Obliczen dokonaj na
podstawie danych pokazanych w tabeli.

19 Nalezy pamigta¢, ze wielkos¢ ta jest skalarem, co oznacza, ze y"Xa jest rowne a™X'y
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Tabela 2.1. Dane z rynku nieruchomos$ci w Warszawie

Numer . . Powierzchnia 4 .
transakcji Cena za mieszkanie mieszkania w m? Liczba pokoi

1 780 000 85 6

2 550 000 55 3

3 800 000 80 4

4 745 000 70 4

5 615 000 65 4

6 485 000 55 2

7 820 000 80 5

8 900 000 100 3

9 550 000 65 4

10 680 000 85 o)

Do oszacowania parametrow strukturalnych wykorzystamy estyma-
tor uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratow. Zgodnie z
pokazana powyzej postacia estymatora nalezy wyliczy¢ wektor parame-
trow, korzystajac z wzoru: a = (X"X)! XTy. Model bedzie miat postac:

CM,=o,+aPM +alP +¢,

gdzie:

CM, - cena w transakgcji t,

PM, — powierzchnia mieszkania w transakcji t

LP, — liczba pokoi w mieszkaniu z transakgji t,

a, , o, , &, — parametry strukturalne

g — skfadnik losowy.
Warto jest zauwazy¢, ze poszczegolne macierze obserwacji wygla-
daja nastgpujaco:
- wektor obserwacji na zmiennej objasnianej (cena mieszkania):

CM =

780 000
550 000
800 000
745 000
615 000
485 000
820 000
900 000
550 000
680 000
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- macierz obserwacji na zmiennych objasniajacych (jako pierwsza
wystepuje kolumna jedynek, ktora reprezentuje stala, nastepnie me-
traz 1 liczba pokoti)

1 85
1 55
1 80
1 70
1 65
1 55
1
1
1
1

80
100
65
85

Na podstawie powyzszych macierzy, zgodnie z postacia estymatora
dokonano nastgpujacych obliczen:

10 740 37
X'X=| 740 56650 2775
37 2775 151

NP, LOAOANDERADROLCD

oraz

3,37628560 —0,03585839 —0,16831487
(X'™X)'=| —0,03585839 0,00055775 -0,00146361
—0,16831487 —0,00146361  0,07476266

6 925 000
X'y =| 528500000
26 300 000

Na podstawie powyzszych danych uzyskano oszacowanie:

2 940
a=(X"X)'XTy = 7 960
27 161
Co oznacza, ze model, po oszacowaniu parametrow ma postac:
CMt= 2 940+ 7 960PM, + 27 161LP,.

Interpretacja poszczegdlnych parametrow strukturalnych w powyz-
szym modelu nie powinna nastrgcza¢ wigkszych klopotéw. Latwo bo-
wiem zauwazy¢, zmieniajac o jednostke warto$¢ zmiennej objasniajace;j,
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jakie to przyniesie efekty dla zmiennej objasnianej. Intuicyjnie mozna
zauwazy¢, ze parametr 7 960 zwiazany jest z cena za jeden metr kwa-
dratowy mieszkania. Oczywiscie nie jest to srednia cena, bo w przykta-
dzie $rednia cena jednego metra kwadratowego mieszkania z podanych
dziesigciu transakcji wynosi 9 358 zt. Wynik taki uzyska si¢ dzielac
sumg cen zaptaconych we wszystkich transakcjach przez liczbg metrow,
jakie miaty wszystkie mieszkania. Dane te sa zawarte w macierzy X'X
oraz wektorze X'y.

Uwazny czytelnik zwrocil uwagg na to, ze mnozenie dowolnej ko-
lumny przez wiersz ztozony z jedynek (pierwszy wiersz transponowane;j
macierzy X) to po prostu dodawanie elementow tejze kolumny. Dlatego
w macierzy X'X pierwszy wiersz jest liczba transakcji, drugi wiersz
sumg powierzchni (metrow kwadratowych) wszystkich sprzedanych
mieszkan, to jest 740 a ostatni element to suma pokoi w tych mieszka-
niach (37). Podobnie $rednie mieszkanie kosztowato 692 500 zt. Wynik
ten uzyskac mozna dzielac taczna warto$¢ cen, ktora reprezentuje pierw-
szy element wektora X'y przez liczbg transakcji. Liczba 6 925 000 zt
to suma (ponownie mnozenie przez wektor jedynek) wszystkich trans-
akcji, czyli przez wartosci pokazane w wektorze y. Sumujac mozna na-
pisaé, ze Srednie mieszkanie kosztowato 692 500 zt i miato 74 metry
kwadratowe. Srednio za jeden metr zaptacono wtasnie 9 358 zt.

Co zatem oznacza oszacowanie parametru stojacego przy zmiennej
reprezentujacej powierzchnig (7 960 z1)? Model ekonometryczny daje
inng interpretacjg, niz wielkosci statystyczne. Kwota ta mowi, ile nalezy
zaptaci¢ za dodatkowy metr mieszkania, ktore ma znana liczbg pokoi.
Jezeli zatem kto$ chcialby mieszkanie z trzema pokojami o powierz-
chni 70 metrow kwadratowych to musialby wyliczy¢ teoretyczna war-
to$¢ tego mieszkania z wzoru:

CM, =2 940 + 7 960 PM, +27 161 LP,

podstawiajac w miejsce PM, 70 a w miejsce LP, liczbg 3. Daje to war-
tos¢ 641 646 zt. Gdyby jednak mieszkanie miato o jeden metr wigcej to
jego teoretyczna cena bylaby wtasnie o 7 960 zt wyzsza.

Podobnie interpretowa¢ mozna parametr 27 161 zt. Stoi on przy
zmiennej reprezentujacej liczbe pokoi. Oznacza to, ze za mieszkanie
o danej powierzchni, ale z wigksza o jeden liczba pokoi zaptaci¢ jeste-
$my gotowi o 27 161 zt wigcej. Wyliczamy to, wstawiajac do powyzsze-
go wzoru liczbg 70 w miejsce PM, oraz 4 (zamiast dotychczasowej 3)
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w miejsce LP. Daje to wartos¢ 668 807 zI, czyli doktadnie 27 161 zt
wigcej, niz w przypadku trzech pokoi®.

2.7. WERYFIKACJA JEDNOROWNANIOWEGO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

Weryfikacje¢ modelu ekonometrycznego, po oszacowaniu jego para-
metréw dokonujemy w kilku krokach. Na poczatku dokonujemy wery-
fikacji merytorycznej, nastgpnie analizujemy koincydentno$¢ modelu,
w dalszej kolejnosci badamy za pomoca wspotczynnika determinacji
stopien wyjasniania przez model wahan zmiennej objasnianej, a ostat-
nim krokiem bedzie testowanie statystyczne modelu®, a wtasciwie je-
dynie badanie istotno$ci zmiennych objasniajacych za pomoca testu
t-Studenta. Obok tych elementéw weryfikacji, model moze zosta¢ pod-
dany kilku testom. Najcze$ciej stosowany jest test Durbina-Watsona,
ktorego zadaniem jest wykrycie autokorelacji sktadnika losowego mo-
delu ekonometrycznego. Test ten opisany jest w ostatniej czg$ci niniej-
szego rozdzialu. Kolejnym testowanym zalozeniem jest losowos¢ roz-
ktadu sktadnika losowego. Test ten ma na celu zweryfikowanie hipote-
zy dotyczacej prawidlowosci postaci analitycznej modelu (liniowosci).
W tym przypadku wykorzystuje si¢ test liczby serii*>. Dopiero weryfika-
cja modelu tym testem umozliwia potwierdzenie hipotezy moéwiacej, ze
posta¢ liniowa modelu zostata wybrana wiasciwie. Innym testem, kto-
ry weryfikuje zaktadana normalnos$¢ rozkladu sktadnika losowego jest
test Shapiro-Wilka.

2.7.1. Weryfikacja merytoryczna

Weryfikacja merytoryczna oszacowanych parametrow struktural-
nych modelu obejmuje zwykle ich interpretacj¢ 1 analizg. Weryfikacja
ma na celu potwierdzenie przyjetych hipotez. Trudno bytoby uznaé za
poprawne oszacowanie modelu okreslajacego ceng mieszkan, jezeli
warto$¢ parametru przy zmiennej ,,powierzchnia mieszkania” bytaby
ujemna. Wowczas wzrost powierzchni musiatby oznacza¢ zmniejszenie
ceny mieszkania. Jest to oczywisty absurd. Podobnie wielko$¢ oszaco-

20 Interpretacjg parametru stojacego przy wektorze jedynek (wyraz wolny) pozostawiam czytelnikom.

2l Opisane szczegdtowo postgpowanie weryfikujace poprawnos$é modelu nie wyczerpuje catego zestawu
dziatan w weryfikacji modelu. Obok wspomnianych dzialan mozna bada¢ na przyktad efekt katalizy,
homoskedastycznos¢ sktadnika losowego i inne. Te testy wykraczaja poza zakres materialu na studiach,
na ktorych ekonometria nie jest podstawowym przedmiotem. Czytelnik chcacy poznaé te metody ma
mozliwo$¢ siggna¢ chociazby do popularnego podrgcznika wydawanego przez Oficyng Wydawnicza
Szkoty Glownej Handlowej: S. Dorosiewicz i inni: Ekonometria, SGH, Warszawa.

22 Wigcej na ten temat np. w pracy: Borkowski B. i inni: Ekonometria, s. 78 i dalsze.
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wanego parametru musi odpowiada¢ wiedzy o danym zjawisku. Rownie
trudno byloby przyjac¢, ze parametr stojacy przy zmiennej reprezentuja-
cej powierzchnig mieszkania (PM,) moze wynosi¢ na przyktad 100 zt
czy tez 25 000 zt.

Interpretacja parametrow, pokazana wczesniej w przykladzie 2.9,
oznacza analiz¢ danego parametru przy pozostatych wielko$ciach nie-
zmienionych. Mozna zatem napisac, ze parametr a, stojacy przy zmien-
nej objasniajacej X, oznacza, 0 ile przecigtnie wzrosnie (gdy a, > 0)
albo spadnie (gdy a, < 0) warto$¢ zmiennej objasniane] Y, gdy warto$¢
zmiennej X wzrosnie o jednostk¢. Analizy dokonujemy przy niezmie-
nionych warto$ciach pozostatych zmiennych objasniajacych.

2.7.2. Badanie koincydencji

Czasami trudno jest okresli¢, jaki jest wplyw danej zmiennej na
zmienng objasniana. W takim przypadku weryfikacja polega na zbada-
niu w modelu zachowania si¢ danej zmiennej. Analizie poddany jest
zatem znak parametru strukturalnego w poréwnaniu do znaku wspot-
czynnika korelacji zmiennej objasnianej i zmiennej objasniajacej, przy
ktorej stoi badany znak.

Mowimy, ze model jest koincydentny, jesli dla kazdej zmiennej obja-
$niajacej modelu spetniony jest warunek?:

sgn(r) = sgn(a,)
gdzie a, jest oszacowaniem parametru strukturalnego o,, wystgpujacego
przy zmiennej objasniajacej X, natomiast r, jest wspotczynnikiem kore-
lacji pomigdzy zmienna X a zmienna objasniajaca Y.

Koincydentny model ma znaki przed wszystkimi parametrami takie
same, jakie wystepuja przy wspolczynnikach korelacji zmiennych ob-
jasniajacych ze zmienna objasniana®. Jezeli model nie jest koincydent-
ny to nalezy zmieni¢ zestaw zmiennych objasniajacych. Przyczyn braku
koincydencji moze by¢ wiele (np. niewtasciwa posta¢ analityczna mo-
delu), badz wystepujaca wspotliniowos¢. Zmiana zmiennych pozwala
zwykle na uzyskanie modelu koincydentnego.

Oczywiscie nie prowadzi si¢ badania zgodno$ci znaku przy stalej,
gdyz wspolczynnik korelacji stalej i zmiennej objasnianej jest rowny
zero. Dlatego tez badanie dotyczy k zmiennych objasniajacych.

# Sgn (fac. signum) oznacza znak, czyli interesuje nas znak przed parametrem (minus, plus).
2 Ta czg$¢, czyli liczenie wspotczynnikow korelacji czy kowariancji, jest znana z zajec statystyki i dlatego
W tej pracy pominiemy wzory na liczenie tych wspotczynnikow.
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W przypadku modelu opisanego w przyktadzie 2.9 wspdtczynni-
ki korelacji zmiennej objasniajacej zarOwno ze zmienng ,,metraz” jak
1,,liczba pokoi” sa dodatnie. Model jest zatem koincydentny.

2.7.3. Wspolczynnik determinacji R?

Metoda najmniejszych kwadratow ma na celu znalezienie takich pa-
rametrow strukturalnych modelu, ktére minimalizuja sume kwadratow
roéznic pomigdzy warto$ciami teoretycznymi a empirycznymi. Oznacza
to, ze w przypadku uktadu wspotrzednych znajdujemy wartosci ustala-
jace prostej. Na prostej leza wartosci teoretyczne. Réznice pomigdzy
miejscami faktycznie zaobserwowanymi a miejscami na prostej, pod-
niesione do kwadratu i zsumowane daja minimalna warto$¢, gdy stosu-
jemy wiasnie estymator KMNK.

Dla przestrzeni wyzszego rz¢du znajdujemy zamiast prostej wlasnie
plaszczyzny (hiperptaszczyzny w przestrzeni R¥!). Dobry model bedzie
plasowat wartosci teoretyczne blisko wartosci empirycznych. Doktad-
no$¢ dopasowania hiperplaszczyzny do danych empirycznych mierzy
si¢ wlasnie wspotczynnikiem determinacji.

PRZYKLAD 2.10. Znajdz sumg kwadratéw réznic dla modelu opi-
sanego w przyktadzie 2.9.

Zgodnie z danymi uzyskanymi jako wynik zastosowania KMNK do
danych z przyktadu 2.9 uzyskano model:

CA?MIZ 2940 + 7960 PM, +27 161 LP,

Ponizej przedstawiono w kolejnych kolumnach: y — dane rzeczywi-

ste, ¥ — dane teoretyczne, wyliczone poprzez wstawienie faktycznych
warto$ci zmiennych objasniajacych.
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Tablica 2.2. Wyliczenia dokonane w celu wyliczenia sumy
kwadratow roznic reszt

550 000 629005 | -79 005 6241 812 526
680 000 733890 | -53 890 2904 178 145
suma 0 | 24947535107

y y Y.~ 3, (y,—3)

1| 780000 842534 | 62534 | 3910454058
2 | 550000 522241 | 27759 770 567 527
3800 000 748410 | 51590 | 2661 496 673
4 | 745000 668 807 | 76193 | 5805394 106
5] 615000 629 005 | -14 005 196 144 014
6 | 485000 495080 | -10 080 101 608 473
7820000 775571 | 44 429 1973 926 832
8 [ 900 000 880456 | 19544 381952 752
9

10

W kazdej transakcji wystapity odchylenia od warto$ci modelowych.
Roéznice pomigdzy wartoScia rzeczywista (zaplacona) a teoretyczna
(modelowa) wskazuja, ze inne wzgledy miaty wptyw na ceng mieszka-
nia. Niektore z mieszkan byly kupione znacznie drozej, niz wynosi cena
teoretyczna, podczas gdy inne kupowane byly ponizej warto$ci teore-
tycznej. Jak tatwo widaé, w przypadku wystgpowania wyrazu wolne-
g0, suma réznic pomig¢dzy tymi warto§ciami wynosi zero. Lacznie tyle
przeptacono za wszystkie mieszkania, ile niedoptacono. Zgodnie z po-
stgpowaniem KMNK minimalizujemy sumg¢ kwadratow réznic. Byla-
by ona rowna zero tylko wowczas, gdy model odpowiadat w peni rze-
czywistosci.

Miara doktadnos$ci dopasowania wartosci teoretycznych do danych
empirycznych jest wspdlczynnik okreslajacy, jaka czg§¢ zmiennoSci
zmiennej objasnianej jest wyjasniona przez model. Ten wspolczynnik
nazywamy wspOtczynnikiem determinacji R?, ktory moze zosta¢ wy-
liczony przy pomocy jednego z nastgpujacych wzoréw (sa one rowno-
wazne):
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Dla liniowego modelu ekonometrycznego z wyrazem wolnym war-
to$¢ wspotczynnika R? nalezy do przedziatu [0,1]. Wielkos¢ R?* = 1
oznacza, ze model wyjasnia w 100% wszystkie wahania zmiennej obja-
$niajacej, natomiast R? bliskie zeru oznacza, ze przydatno$¢ modelu jest
niewielka lub zadna. Zwykle, dla modeli oszacowanych na podstawie
duzych préb, R? nie powinno by¢ nizsze niz 0,9. Woéwczas mowimy
o0 bardzo dobrym modelu, wyjasniajacym ponad 90% wahan zmiennej
objasniane;.

PRZYKLAD 2.11. Wylicz wspdtczynnik determinacji dla modelu z
przyktadu 2.9.

Zastosujmy do wyliczenia wspotczynnika determinacji wyrazenie:
T

RZ=1 _%
y y—-ny

Z poprzedniego przyktadu znana byta wartos$¢ e’e. Jest ona rowna 24
947 535 107. Nalezy ja podzieli¢ przez warto$¢ wykazana w mianowni-
ku. Pierwsza wielko$cia jest suma kwadratow wartosci rzeczywistych.
Pokazuje to nastgpujaca tablica:

2

Y. b

1 780 000 608 400 000 000
2 550 000 302 500 000 000
3 800 000 640 000 000 000
4 745 000 555 025 000 000
5 615 000 378 225 000 000
6 485 000 235225 000 000
7 820 000 672 400 000 000
8 900 000 810 000 000 000
9 550 000 302 500 000 000
10 680 000 462 400 000 000
4 966 675 000 000
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Z poprzednich obliczen wiemy, ze $rednie y (cena $redniego miesz-
kania) wynosito 692 500 zt. Kwadrat tej liczby wynosi 479 556 250 000.
Oczywiscie n rowna sig 10 (liczbie transakcji). Mamy zatem obliczenie:
R?=1-(24947 535 107) /(4 966 675 000 000 — 10 - 479 556 250 000),
co oznacza, ze R*> = 0,854. Mozna zatem stwierdzi¢, ze model zostal
bardzo dobrze oszacowany, gdyz wahania cen mieszkan az w 85% wy-
jasniane sa za pomoca dwoch zmiennych: metrazu mieszkania i liczby
pokoi w tymze mieszkaniu. Identyczne wyniki uzyskamy obliczajac R?
z innych postaci tego wzoru.

Podana powyzej interpretacja wspotczynnika determinacji moze by¢
stosowana, tylko wtedy, gdy zalezno$¢ pomigdzy zmienna objasniang a
zmiennymi objasniajacymi jest liniowa a parametry modelu oszacowa-
no metoda najmniejszych kwadratow oraz model ekonometryczny za-
wiera wyraz wolny. W przypadku braku wyrazu wolnego zwykle suma
reszt nie jest rowna zero.

2.7.4. Weryfikacja statystyczna jednorownaniowego modelu
ekonometrycznego

Czwartym krokiem w weryfikacji modelu ekonometrycznego jest
jego weryfikacja statystyczna. Ze wzgledu na zakres niniejszego pod-
recznika zajmiemy sig jedynie liczeniem standardowych btgdow szaco-
wanych parametrow strukturalnych oraz istotnoscia zmiennych w opar-
ciu o test t-Studenta.

Podczas weryfikacji statystycznej gldwnym przedmiotem zaintereso-
wania jest wektor reszt

€1

e=v-Y=| |
€,

ktéry w macierzowym zapisie przedstawiany jest wzorem:

e=Y —Xa.

Jednym z najwazniejszych elementow weryfikacji statystycznej mo-
delu jest analiza btedéw oszacowan parametrow. Do tego wykorzystuje-

my estymator wariancji o> sktadnika losowego modelu. Estymator wa-
riancji o przedstawiany jest jako S? i mozna go przedstawi¢ wzorem:
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2: eTe _yTy_aTxTy
n—(k+1) n—(k+1)

Zastosowanie tego wzoru jest niezbgdne do obliczen istotnosci
zmiennych.

Latwo jest pokazaé, ze nieobcigzonym i zgodnym estymatorem ma-
cierzy wariancji-kowariancji estymatora a (to znaczy VAR(a)) parame-
trow modelu jest:

N 2
D () =S* (X'X)" = [di] (eayxiet

gdyz VAR(a) jest rowna wartosci oczekiwanej wyrazenia:
E(a—a)(a—a)".
Zajmijmy si¢ cz¢$cia jednym z dwoch elementow a — a.
a—o=XX)Xy-a=XX)'X'Xa+ge)—a

€O PO wymnozeniu rowna sig:
=0 + (X™X) ' XTe —a = (X'X) 'XTe

a po wstawieniu do wzoru na wariancj¢ dostajemy:
VAR(a) = E[(X™X) ' XTe][(X™X) 'XTe]"

co po skorzystaniu z wlasno$ci wartosci oczekiwanej (warto$cia ocze-

kiwang statej jest stala) oraz skroceniu macierzy, pozwala zapisa¢ wzor
na wariancj¢ w postaci:

VAR(a) = o*(X"X) .

Wida¢ zatem, ze zasadnicze znaczenie ma w tym przypadku estyma-
tor wariancji sktadnika losowego oraz macierz (X'X)' a wlasciwie jej
diagonalne elementy, gdyz obliczajac iloczyny S? i elementow diago-
nalnych tej macierzy otrzymamy oceny wariancji estymatorow poszcze-
gblnych parametrow modelu ekonometrycznego. W przypadku badania
istotnosci korzystamy z oceny odchylenia standardowego estymato-
ra tego parametru (pierwiastek z obliczonej wariancji). To odchylenie
standardowe nosi nazwg¢ $redniego btedu szacunku parametru o,

Odchylenie standardowe stuzy do testowania istotno$ci zmiennych
objasniajacych. Jesli prawdziwe jest zatozenie o normalnos$ci rozktadu
sktadnika losowego modelu, wtedy mozna bada¢ istotno$¢ zmiennych
objasniajacych. Do zbadania istotnos$ci zmiennych wykorzystujemy test
t-Studenta. Jest to statystyczny test istotnosci. Testowana jest hipoteza
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zerowa H: o, = 0 przy hipotezie alternatywnej H : o, # 0. Zmienna loso-
wat= ]aj|/ S, ma rozklad t-Studenta z n - (k + 1) stopniami swobody?.

Hipoteza H oznacza brak wplywu zmienne; X;naY. Nawet jezeli pa-
rametr ma duza warto$¢ nominalnie, to w przypadku, gdy jego udzial w
srednim btedzie szacunku jest nizszy od wartosci krytycznej rozktadu t-
Studenta, nalezy przyjac hipoteze H . Mowimy wowczas, ze zmienna X
jest nieistotna dla rozpatrywanego modelu..

PRZYKLAD 2.12. Sprawdz istotnos¢ zmiennych objasniajacych w
modelu przedstawionym w przyktadzie 2.9.

Zgodnie z podanym opisem znajdujemy trzy statystyki, odpowiednio
dla o, o, oraz a,. W pierwszym kroku nalezy wyliczy¢ estymator wa-
riancji sktadnika losowego. Zgodnie z wzorem

2= e'e y'y—a' X'y

n—(k+1) n-—(k+1)

jest on rowny S* =3 563 933 587, gdyz jest to warto$¢ 24 947 535 107
dzielona przez liczbg stopni swobody (10 — 3). Warto przypomnie¢ ma-
cierz (X™X)!
3,37628560 —0,03585839  —0,16831487
X™X) = —0,03585839  0,00055775  —0,00146361
—0,16831487 —0,00146361 0,07476266
Obliczamy pierwiastki z kolejnych iloczynéw 3 563 933 587 i ele-
mentow diagonalnych tej macierzy to jest elementow d,| = 3,37628560,
d,, = 0,00055775 oraz d,, = 0,07476266. Wyliczone pierwiastki wyno-
sza odpowiednio:
S(a) =109 694, S(a)) =1410, S(a,) =16 323
Dla przypomnienia oszacowany model mial postac:
CM,=2 940 + 7 960 PM, +27 161 LP,

A zatem stosunek poszczegélnych parametréw przez ich odchyle-
nia standardowe ($rednie bledy szacunku) daje nastgpujace statystyki t-
studenta:

t =0,027 t =5,646 t, = 1,664.
Standardowy zapis modelu ekonometrycznego wyglada nast¢pujaco:
CMt= 2940 +7 960 PM, +27 161 LP,

(0,10) (7,37) (2,27)

2 Tablice rozktadu znajduja si¢ na koncu podrecznika.
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Warto$¢ krytyczna testu t-Studenta dla poziomu istotnosci 0,90 i dla
7 stopni swobody wynosi t* = 1,895. Warto$¢ wyliczonych statystyk t-
Studenta dla obu zmiennych objasniajacych jest wigksza od tej warto-
Sci krytycznej. Odrzucamy hipotezg H, wobec alternatywnej hipotezy
H, co oznacza, ze zmienne te sq istotne na przyjetym poziomie istotno-
sci. Nie ma natomiast powodu, by za istotng przyjac stata. Warto$¢ sta-
tystyki t-Studenta wynosi jedynie 0,03 i jest mniejsza od wartosci kry-
tycznej t*.

2.7.5. Autokorelacja skladnika losowego

W przypadku, gdy sktadnik losowy jest ze soba skorelowany w ko-
lejnych préobach méwimy o autokorelacji sktadnika losowego. W takim
przypadku KMNK nie daje dobrych rezultatow, gdyz estymator a jest
mato efektywny i wariancje estymatorow poszczeg6élnych parametrow
strukturalnych sa bardzo duze. W takim przypadku nalezy usuna¢ efekt
korelacji sktadnika losowego.

Zgodnie z zatozeniem braku korelacji sktadnika losowego, macierz
wariancji-kowariancji sktadnika losowego jest macierza diagonalna
0 postaci

o> 0 0

2
0

VAR(g) = a*1 = o
0 0 .. o

Jezeli wystepuje autokorelacja, jako efekt statej zaleznosci w kolej-
nych prébach:

&= p et t 1, o<1

gdzie p oznacza parametr zwany wspofczynnikiem autokorelacji, za$ n,
jest zmienna losowa spetniajaca warunki wymagane od sktadnika loso-
wego:

EmM=0 i Dm)=o;l,

to mowimy, ze mamy do czynienia z procesem autokorelacji I rzedu
Markowa. Dla takiego przypadku macierz wariancji-kowariancji bgdzie
miata postac:
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B 1 p ,02 n-17]
P 1 p .. p

D’ (¢) = o” .
pn—2 pn—3 pn—4 p
i n-1 pn—2 pn—S 1 ]

gdyz
o’ = ! o,
1-p

Wowczas nieobcigzonym estymatorem wspotczynnika p jest:

n
A Zetet—l
— t=2
1 1
t t-1
t=2 t=2

p -

Podobnie do poprzedniego testu, tak i w tym przypadku badamy, czy
sktadniki losowe rozpatrywanego modelu sa zwigzane procesem au-
tokorelacji I rzgdu Markowa. Dlatego tez stawiamy hipotezg H: p=0.
Oznacza ona brak korelacji sktadnikéw losowych.

Do weryfikacji tej hipotezy stosujemy test Durbina-Watsona®. Do
jego stosowania wymaga si¢, by model ekonometryczny miat wyraz
wolny, a rozktad sktadnika losowego byt rozkladem normalnym. Do-
datkowo nie powinna wystgpowaé opdzniona zmienna objasniana jako
zmienna objasniajaca.

W tescie Durbina-Watsona wyliczamy statystyke d z wzoru:

n
Z (et - et—l) ?
t=2 -
2

t=1
Wartos¢ statystyki d zawarta jest w przedziale [0,4]. Rozktad staty-
styki d zalezy od liczby obserwacji n i liczby zmiennych objasniajacych
k. Dla ustalonego poziomu istotno$ci oraz testowaniu H: p = 0 wobec

d=

26 Jest on stablicowany w wielu ksiazkach do statystyki. W tej ksiazce, z tego wzgledu, iz materiat
wykracza poza zakres wymagany, nie zostal pokazany rozktad Durbina-Watsona.
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alternatywnej hipotezy H : p > 0 podane sa dwie wartosci d, id,, wyzna-
czajace obszary:

d<d H, odrzucamy,
d <d<d, nie podejmujemy zadnej decyzji,
d<d, nie mamy podstaw do odrzucenia H,.

W przypadku testowania hipotezy H: p = 0 wobec alternatywnej
hipotezy H: p <0, podane sa wielko$ci d, 1d,, wyznaczajace obszary:

d>4-d H, odrzucamy
4-d,<d<4-d, nie podejmujemy zadnej decyzji,
d>4-d, nie mamy podstaw do odrzucenia H,.

Stwierdzenie autokorelacji powoduje koniecznos¢ zastosowania do
szacowania modelu specjalnych metod. Wykraczaja one poza zakres tej
pracy. Ze wzgledu na czestos¢ spotykania zjawiska autokorelacji w pro-
cesach gospodarczych nalezy jednak mie¢ na uwadze ten aspekt, przy
szacowaniu parametréw strukturalnych modeli ekonometrycznych?’.

ZADANIA DO ROZDZIALU 2

2.1. Okresl zbiory zmiennych w modelu oraz dokonaj klasyfika-
cji nastgpujacego modelu. Zaproponuj metodg estymacji parametréw
strukturalnych modelu.

Mt - aOMt»l + allt + 8lt

D= BOMt + Bllt—l + BZZ[ t ey,

Z=Y, T M Al te,

It - 60 + 8lMt—l + 8ZIt—l + 83Dt + 841
gdzie: D — PKB, M — majatek trwaty, Z — zatrudnienie, I — inwestycje

Okresl zbiory:

A — zmienne objasniane

B — zmienne objasniajace

C — zmienne endogeniczne

D —zmienne egzogeniczne

E — Lacznie wspotzalezne

F — Z gory ustalone.

27 Metody estymacji wymagaja przeksztatcenia danych, ktore podlegaja zjawisku autokorelacji i dopiero
szacowaniu modelu metoda najmniejszych kwadratéw w oparciu o tak dostosowane dane.
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2.2. Zapisz w postaci modelu ekonometrycznego nastgpujace, przed-

stawione opisowo hipotezy:

* wszystkie zalezno$ci sg stochastyczne,

* inwestycje w danym roku sa funkcja produktu krajowego brutto w
roku poprzednim i sumy inwestycji dokonanych w dwoch poprzed-
nich latach,

» zatrudnienie opisuje tendencja rozwojowa i zatrudnienie w roku
poprzednim,

» PKB jest funkcja inwestycji w trzech poprzednich latach i zatrud-
nienia.

Dokonaj klasyfikacji modelu oraz okres$l zbiory zmiennych A, B, C,

D,E, F.

2.3 Ktore z ponizszych macierzy nie moga by¢ macierzami obserwa-
cji na zmiennych objasniajacych

12 3 117

1 3 4 1 4 8 127
X=|145|X=[19 6 |X=|1°¢6S8

15 6 1 16 7 126

19 10 1 25 8

16 7 136 10

Wskazowka: dokonaj analizy przyjetych zatozen do KMNK

2.4. Przedstaw wzory na elementy macierzy X'X oraz wektora X'y
dla modeli z wyrazem wolnym i

a) jedna zmienng objasniajaca

b) dwiema zmiennymi objasniajacymi

2.5. Podany szereg czasowy zostanie uzyty do oszacowania modelu
y, = @, oy, t€, (autoregresyjnego 1 stopnia). Napisz macierz X oraz
wektor y, wiedzac, ze obserwacje dokonane na zmiennych zostaty po-
dane w tabeli:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 110
Y, 1 2 4 5 5 7 8 9 8 |10

Wskazowka: Zwro¢ uwage na to, ze brak jest obserwacji dla okre-
su t=0.

2.6. Na egzaminie z ekonometrii sa trzy zadania, za ktére tacznie
mozna dosta¢ 20 punktow. Na zaliczenie wystarczy uzyska¢ 50% punk-
tow mozliwych plus jeden punkt. Postawiono hipotezg, ze liczba punk-
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tow uzyskanych zalezy od czasu (liczonego w godzinach) poswigcone-
go przez studenta na nauk¢ przedmiotu w ostatnich dwoch tygodniach
przed egzaminem. Zbadano grupg 10 osob 1 uzyskano wyniki pokazane
w tabeli. Odpowiedz na pytanie: ile czasu powinien po$wigci¢ student
na naukg przed egzaminem, jezeli chce dostac trojke.

W tym celu oszacuj parametry modelu y, = o, + o X +¢ oraz wycia-
gnij wnioski

Osoba badana 1] 2 3 4 1516718 9 |10
Godziny nauki 1014102 |4 |6|6|8|16]| 24
Otrzymane punkty 6110112 1026|6812 18

2.7. W pewnej sieci handlowej utarg w kolejnych kwartatach podle-
ga wahaniom sezonowym. Oszacowano na podstawie danych z okresu
2000,1 — 2005,2 model i1 uzyskano wyniki (wartosci w milionach zto-
tych):

y,=56,0-25,0X, 150X, -50X, +2,0T

gdzie: y, utarg kwartalny (milionow z1), T jest tendencja rozwojowa,
przyjmujaca wartosci kolejnych liczb naturalnych (1, 2, 3 ...)

X,, X,, X, zmienne zerojedynkowe, przyjmujace warto$¢ 1 w kwar-
tale odpowiadajacym subskryptowi przy zmiennej oraz 0 w pozostatych
kwartatach.

Policz, jak beda wyglada¢ parametry, gdy model na podstawie tych
samych danych zostanie oszacowany ale zamiast zmiennej X, zostanie
uzyta X, .

Ile wyniesie utarg w najblizszym kwartale?

2.8. Po oszacowaniu modelu ekonometrycznego z wyrazem wolnym
1 dwiema zmiennymi objasniajacymi, w ktérym zmienna y przyjmowa-
ta wartosci: 2, 4,4, 6,6, 8, 8, 10, 10, 12 otrzymano e'e = 84. Obliczy¢ i
zinterpretowac¢ nastepujace wielkosci: S? i R2.

2.9. Podczas szacowania modelu w postaci: y, = a, + o X +a X, +¢

otrzymano wyniki: y'y = 60 oraz
{0,1 0,0 0,0 } [20 ]
X™X)'=| 0,0 02 -04 Xy = 8
0,0 -04 0,8 5

Poda¢ oszacowanie parametrow powyzszego modelu.

Obliczy¢ 1 zinterpretowac warto$¢ wspolczynnika determinacji.

Zbadac istotno$¢ zmiennych X, oraz X,



Wskazowka: Zwro¢ uwage na to, ze macierz (X'X)! ma elementy
réwne zero, co oznacza, ze mozliwe jest znalezienie macierzy odwrot-
nej przy pomocy blokéw tej macierzy.

2.10. Istnieja dwie hipotezy mowiace o wplywie ilosci pieniadza
(teoria ilosciowa) 1 stopy bezrobocia na wysokos$¢ wskaznika inflacji.
Zweryfikuj obie hipotezy na podstawie danych z tabeli, wiedzac ze:

I, — stopa inflacji w miesiacu t, M, — stopa wzrostu (w %) podazy pie-
nigdza w miesiacu t, X, —zmienna zerojedynkowa, przyjmujaca warto$¢
0, gdy w miesiacu liczba bezrobotnych spadta, oraz wartos$¢ 1, gdy licz-
ba bezrobotnych wzrosta.

T 1 2 3 4 5 6 7 8
[ | 1,02 | 101 1,01 1,02 | 1,01 0,99 11,02 | 1,01
M 1,1 0.9 0.9 1,2 0.9 0.9 1,1 1.2

X, 0 1 0 1 0 1 0 1
a) oszacuj liniowy model z dwiema zmiennymi objasniajacymi (bez
stalej),

b) jakich wnioskoéw dostarcza model,

c) ocen oszacowanie tego modelu,

d) jakiej stopy inflacji mozna si¢ spodziewac¢ w miesiacu 9, jezeli po-
daz pieniadza wzro$nie o 1% a bezrobocie spadnie?

Wskazowka: Zwro¢ uwage na zasadnos¢ wystepowania wyrazu wol-
nego w tym modelu. Jaka bylaby jego interpretacja?

2.11. Na podstawie danych kwartalnych za okres 1990.1 — 2004.4
oszacowano parametry strukturalne modelu wielorownaniowego, otrzy-
mujac:

C,=10+1,5H + 2,0R

H=7+05S, +25M,

S,=20,5+0,5t+4,0Z~6,0Z,+ 1,5Z,
gdzie:

t=1,2,3... — zmienna czasowa,

7,7, 7,—zmienne zerojedynkowe przyjmujace wartos¢ 1 dla odpo-
wiedniego kwartatu 1 zera dla pozostatych.

Wyznacz prognozg wszystkich zmiennych objasnianych na pierwszy
kwartat 2005 r. wiedzac, ze dla tego kwartalu M= 20 oraz R = 30.
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2.12. Zbudowano nastgpujacy model objasniajacy ksztattowanie sig
dochodéw (y) i cen (c):

yt - G'Ct + Bwt + é;t

Ct: Yyt + Skt + Ct
gdzie:

w, — dochody z tytutu wynagrodzen w miesiacu t,

k — koszty produkcji w miesiacu t.

Oszacowano parametry postaci zredukowanej modelu® 1 uzyskano
nastgpujace wyniki:

¥,= 0,25k +w,

¢,= 125k +1,5w,

Znajdz oceny parametréw strukturalnych tego modelu.

28 Posta¢ zredukowana, to w zapisie macierzowym posta¢ strukturalna po wymnozeniu lewostronnie przez
macierz B,
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Rozdzial 3
PROGRAMOWANIE LINIOWE

3.1. WPROWADZENIE

Programowanie liniowe jest czgsécia szeroko rozumianych badan ope-
racyjnych. Jest typowym zadaniem optymalizacyjnym, w ktorym nale-
zy znalez¢ najwigksza (najmniejsza) warto$¢ funkcji przy spetnionych
okreslonych warunkach. Warunki wyznaczaja pewien zbidr rozwia-
zan dopuszczalnych a optymalizacja polega na wyborze takiego punktu
w zbiorze tych rozwiazan dopuszczalnych, ktory daje najwigksza (naj-
mniejsza) warto$§¢ miernika, zwanego funkcja celu.

Z punktu widzenia matematyki bgdziemy mie¢ do czynienia z pew-
nym zbiorem zmiennych (n), zwanych zmiennymi decyzyjnymi, ktére
tworza wektor zwany decyzja. Ta decyzja jest warto$ciowana, czyli ist-
nieje miernik. Mozna napisac, iz problem polega na wyznaczeniu mak-
symalnej (minimalnej) warto$ci funkcji

f(x, X, ..., X),
jaka osiaga ona na zbiorze X — R" zdefiniowanymi warunkami:

gi(X, X, X, ) < i=10K
9;(X, Xy, X)) =b  1=k+1..,m

W praktyce gospodarczej jest wiele problemow, ktére mozna spro-
wadzi¢ do takiego prostego zapisu. Moze to by¢ maksymalizacja zysku
przedsigbiorstwa czy minimalizacja kosztéw, wybdr optymalnego pla-
nu produkcji albo gra decyzyjna, ktorej celem jest zebranie jak najwig-
cej kart. Sam problem optymalizacji na poziomie liniowej funkcji celu
1 liniowych warunkéw pobocznych zostat opracowany jako zadanie po-
magajace w operacjach wojennych na Pacyfiku. Jest czg$cia badan ope-
racyjnych.
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Jak wiemy, w optymalizacyjnych mozemy rozrézni¢ dwa kryteria:
maksymalizacj¢ 1 minimalizacj¢. Jednakze jeden rodzaj optymalizacji
mozna zastapi¢ drugim rodzajem. Minimalizacja funkcji

f(x) =1 (x,....x)
jest rownoznaczna funkcji

—f(x) == (XX ) .

To znaczy, ze mozna dowolnie zastgpowaé funkcj¢ celu a Zadanie
Programowania Liniowego [ZPL] z maksymalizacja funkcji celu moz-

na zastapi¢ minimalizacjq funkcji don przeciwnej. Warunki poboczne
pozostaja bez zmian.

3.2. ZADANIE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO

Gdy w modelu matematycznym zaréwno funkcja celu jak i warun-
ki ograniczajace sa funkcjami liniowymi zmiennych, to méwimy, ze
mamy do czynienia z zadaniem programowania liniowego.

Ogo6lny model Zadania Programowania Liniowego mozna wyrazi¢:

(max) f(x,..,Xx)=c¢X, +cx, +..+cX
przy warunkach

au X, +a,X, +..+a X, <b

1s s

A X, + A%, +.+a X, <b,

A Xy Ty Xy T+ X = bk+1

S

A X, +a,,X, +..+a, X =D,

W podanym modelu ZPL nalezy wyrdznic:

¢ — wskazniki funkcji celu,

X, — zmienne decyzyjne,

bi — wektor ograniczen (wyraz wolny).

Obok zasadniczych warunkéw ograniczajacych, wyodrgbniono wa-
runki nieujemnos$ci. Wynika to z opracowanego algorytmu, wymagaja-
cego nieujemnosci zmiennych. Dlatego tez warunki nieujemnos$ci mu-
sza dotyczy¢ wszystkich zmiennych uzywanych w postgpowaniu ZPL.
W przypadku, gdy ktorakolwiek zmienna nie spetnia tego warunku, do-
konuje sig tego przez podstawienie:
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X, = Xj’ - X”j 1 wowczas X’j >0, X”j >0.

Dla uproszczenia zapisu wygodniej jest korzysta¢ z zapisu:
S

(max) f(x ..., Xo) = D ¢;X,
i1

przy warunkach

D ay; x; <b, (i=1,..k

j=1

D a; x;=b, (i=k+l,..,m)
j=1

xj=>0 Gg=1,..n)

Innym warunkiem, narzuconym przez algorytm obliczeniowy jest
istnienie warunkow pobocznych w formie réwnan. Wowczas postaé
modelu wyglada nast¢pujaco:

(max) f(x ..., Xa) = D ¢;X,
=1

przy warunkach

> a; x; =b (i=1,..,m)
=1
Xj20 (j=11"'!n)

Zapisanie rownah zamiast nierownosci wynika z faktu dodania
zmiennej dodatkowej do kazdej nierownosci. Zmienne te (X ,.) zwane
sa zmiennymi dodatkowymi w odr6znieniu od zmiennych decyzyjnych.
Pierwsze zmienne nazywamy zmiennymi niedoboru a drugie zmienny-
mi nadmiaru. Oczywiscie kazda zmienna dodatkowa musi spetnia¢ wa-
runek nieujemno$ci. Ponadto zmienna ta w funkcji celu wystepuje ze
wspolczynnikiem zero 1 zwykle nie jest zapisywana w zadaniu w funk-
cji celu. Dlatego tez ponizej pokazano jedynie sposob podstawienia i
uzyskania wymaganych rownan:

gi (Xl ""Xn)+ Xn+i = bi
X, =0

n+i =

g (X1, .y Xn) < by & {

oraz
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gi(xl""xn)_xmi = bi
X... >0

n+i

gi (X1, s Xn) 2 b & {

Oba zapisy tego samego zadania sa sobie réwnowazne. Podobnie
mozna dokona¢ zapisu ZPL w formie macierzowej. Pozwoli to uproscic¢
zapis. Jesli przez A oznaczymy macierz wspotczynnikow z warunkow
ograniczajacych, przez b - wektor wyrazoéw wolnych z tych warunkow,
¢ - wektor wspotczynnikow z funkcji celu a przez x - wektor zmien-
nych, to w zapisie macierzowym ZPL bedzie mie¢ postac:

(max) f(x)=c'x
przy warunkach:

Ax=b

x>0

Innym dodatkowym warunkiem, wymaganym w algorytmie ZPL (al-
gorytm simplex) jest wystgpowanie w macierzy warunkdéw ogranicza-
jacych rowniez macierzy jednostkowej. Mozemy zatem napisaé, ze do
przystapienia do algorytmu simplex wymagane sa nast¢pujace warunki:

a) liniowos$¢ funkcji celu,

b) liniowo$¢ warunkéw ograniczajacych,

¢) wystgpowanie warunkow pobocznych w formie rownan,

d) nieujemno$¢ zmiennych,

e) nieujemnos$¢ elementow sktadowych wektora wyrazéw wolnych,

f) wystepowanie macierzy jednostkowej w warunkach ograniczajacych.

Posta¢ ZPL, ktoére spelnia powyzsze warunki nazywamy postacia
standardowa.

PRZYKLAD 3.1. Napisz dowolne Zadanie Programowania Linio-
wego w postaci strukturalnej i postaci standardowe;.

Zadanie z maksymalizacja funkcji celu (dwie zmienne decyzyjne) :
(max) f(x) = 5x, + 3x,
przy warunkach:
4x, +2x,<6
X, T 6x,<12

x,= 0, x,> 0.
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Mozna zapisa¢ w postaci standardowe;:

(max) f(x) = 5x, + 3x,
p.-w.

4x, +2x,+x,=6

—X, +6x, +x,= 12

x20 x,2 0.

W przypadku postaci standardowej macierz A, wspotczynnikow sto-
jacych przy zmiennych w warunkach pobocznych wyglada nastepujaco:

4 2 1 0
-1 6 0 1

Latwo wida¢, ze dwie ostatnie kolumny, sktadajace si¢ na macierz jed-
nostkowa, odpowiadaja zmiennym dodatkowym. Oznacza to, ze wektor
X zawiera obecnie 4 elementy, z tego dwa decyzyjne i dwa dodatkowe.
Zmienne, ktore stoja przy kolumnach bedacych wektorami jednostko-
wymi, nazywane sa zmiennymi bazowymi. W powyzszym przyktadzie
zatem wektor x sktada si¢ z dwdch zmiennych niebazowych (zmienne
decyzyjne) i dwoch zmiennych bazowych (zmienne dodatkowe). Naj-
ogolniej mozna powiedzie¢, ze zmienne bazowe przybieraja wartosci
wyrazoOw wolnych, a zmienne niebazowe sa rowne zeru.

Powyzsze uwagi mozna zapisac nastgpujaco:

X, 0
X 0

XB - 2 , XB - 1
! X, ! 6
X, 12

gdzie zapis X oznacza, Ze jest to pierwsze bazowe rozwiazanie ukla-
du. Nie jest to oczywiscie rozwiazanie optymalne. Kolejne rozwiaza-
nia beda wynikiem dokonywania operacji elementarnych na elementach
macierzy A.

Zasadniczym problemem ZPL bedzie przechodzenie od jednego do
kolejnego rozwiazania bazowego, ale w kierunku najszybszego wzro-
stu funkcji celu.
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PRZYKLAD 3.2. W ZPL podanym ponizej znajdz sasiednie rozwia-
zanie bazowe

(max) f(x) = 5x, + 3x,
przy warunkach:
4x, +2x, + X, =6

—ler6x2 +TX, =12

X, 20, ..... x,>0
Jak tatwo wida¢, warto$¢ funkcji celu dla
0
0
B —
% 6
12

wynosi zero. W kolejnym rozwigzaniu bazowym réwniez wystapia
dwie zmienne (zawsze liczba elementéw bazowych odpowiada liczbie
warunkow pobocznych). Zatézmy, ze z bazy wyjdzie zmienna x, a na jej
miejsce wejdzie zmienna x . Wowczas wykona¢ nalezy dwie operacje
elementarne: (1) podzieli¢ pierwszy wiersz przez 4, co da uklad réwnan:

X, +0,5x,+0,25x,= 1,5

X, +6x, + x,= 12
a nastepnie (2) do drugiego wiersza nalezy doda¢ wiersz pierwszy.
W efekcie tej operacji elementarnej otrzymamy:

x, +0,5x, + 0,25x, =1,5
6,5x, + 0,25x, + x, = 13,5
Po tej operacji wektor bazowy (bazowe zmienne to zmienna X, oraz
x,) bedzie wygladal nastepujaco:

15

135

W tym przypadku funkcja celu jest rowna 7,5.
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Pokazany przyktad pozwala przesledzi¢ drogg poszukiwania rozwia-
zania optymalnego i1 wskazuje, jak na podstawie danego rozwigzania
bazowego X® utworzy¢ inne (sasiednie) rozwiazanie dopuszczalne po-
przez nadanie jednej ze zmiennych dotychczas niebazowych x, pewnej
warto$ci niezerowej 0, . Analiza ta pokazana zostanie na danych z przy-
ktadu 3.2.

Mamy zatem uktad warunkéw w postaci strukturalne;:

4X1+2X2+X3 =6

—xl+6x2 X, =12

X, 20, ..., x, >0
Jest to ukfad rownaf o postaci bazowej wzglgdem zmiennych x, 1 x,.
Wyrazy wolne sa dodatnie, czyli spetniony jest stawiany warunek doty-
czacy wektora b. W oparciu o to rozwiazanie bedziemy tworzyli nowe
rozwiazanie dopuszczalne poprzez nadanie wartosci dodatniej dotych-
czasowe] zmiennej niebazowej x,, czyli dotychczas rownej zeru. Za-
uwazmy, ze wzrost X, jest mozliwy 1 konieczny tylko do takiej wysoko-
sci, kiedy co najmniej jedna z dotychczasowych zmiennych bazowych
bedzie rowna zero. Jednoczesnie ten wzrost bedzie w sposdb nastepuja-
cy zmienial wektor bazowy:
6
X%(6,)= 0 dy 0<6, <15
1 64 01 gdy Usé6, <19,

12+6, VI
a poniewaz @1 nie moze

by¢ ujemne, to jedynym rozwiazaniem jest ©, = 1,5. Zauwazmy, ze przy
O, =1 otrzymamy nowe rozwigzanie bazowe

15
0
0

13,5

X2 =

Mozna zatem zapisa¢ twierdzenie, ktore postuzy do wyboru kolejne-
g0 rozwigzania bazowego:
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Twierdzenie 3.1

Jezeli przy rozwiazaniu bazowym X® zmiennej niebazowej x, odpo-
wiada wektor X} , w ktérym istnieje x; > 0 i przyjmiemy

B B
0,= X—'B = min X—'B :
Xoo 970 X
wtedy rozwiazanie X® (6,) wyznacza sasiednie wzgledem X® rozwia-
zanie bazowe. Przy omawianiu metody simplex bgdziemy to kryterium
nazywac kryterium wyj$cia, poniewaz w oparciu o nie mozna ustali¢,
ktory wektor nalezy usunaé z bazy B przy wprowadzaniu do niej wy-
branego wektora.

W oparciu o posiadane rozwiazanie bazowe x,” utworzone zostato
nowe rozwiazanie, przez przyjgcie, ze zmienna dotychczas niebazowa
wchodzi do bazy i ma wartos¢ x, = 6,. Odpowiedz na pytanie, czy taka
zmiana rozwigzania x,® poprawi wartos¢ funkcji celu, dostarczy obli-

czenie' z; — ¢,- W bazowej postaci uktadu rownan wektor w macierzy

A, stojacy przy zmiennej X jest rowny
i)
-1

natomiast ¢, = (0,0). Stad iloczyn z] - ¢, =0-35<0. To znaczy, ze roz-
wigzanie X, mozna poprawi¢. Wyznaczone z niego za pomoca zmien-
nej X, sasiednie rozwiazanie bazowe x,® zapewnia otrzymanie wartosci
f (x2%) = 7,5. W rozwiazaniu tym zmienne X, i X, s3 zmiennymi bazo-
wymi.

Powyzsze uwagi zostang wykorzystane (sa podstawa teoretyczna) do
wyboru zmiennych wchodzacych do bazy przy metodzie simplex. Przy
maksymalizacji funkcji celu przejScie do nowego rozwigzania bazowe-
go korzystne jest tylko wtedy, gdy z nowa zmienna bazowa x, zwiazana
jest wartos¢ z ” — ¢, _<0.

Tworzenie sasiednich, dopuszczalnych rozwiazan bazowych mozli-
we jest jednak tylko wtedy, gdy w wektorze X istnieje co najmniej
jedna sktadowa dodatnia. Co si¢ natomiast dzieje, gdy X7 < 0, a przy
tym z" —c, < 0? Wowczas nie bedziemy mogli zastosowa¢ algorytmu
simplex. Mozemy jednakze napisaé, ze jezeli przy rozwiazaniu bazo-
wym X* otrzymamy wskaznik optymalnosci ujemny a jednocze$nie

4 f jest iloczynem wektora wskaznikéw funkcji celu przy zmiennych bazowych i elementéw wektora

macierzy A stojacych przy zmiennej k.
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wszystkie elementy wektora x|} < 0, to zbidr rozwiazah optymalnych
jest nieograniczony, a wektor

wyznacza kierunek jednej z krawgdzi nieskonczonych zbioru. Wycho-
dzi ona z wierzcholka reprezentowanego przez rozwiazanie bazowe po-

przednie. Jesli jednocze$nie z; —¢, <0, to w tym zadaniu nie istnieje
skonczone rozwiazanie optymalne.

Z drugiej strony warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania opty-
malnego jest, by w rozwiazaniu bazowym X® dla wszystkich zmien-

nych niebazowych nieujemne bylo wyrazenie z —c,. Tak definiowane
bedzie kryterium optymalnosci dla maksymahzacp funkcji celu. Wy-

nika z tego, ze w oparciu o wartosci wyrazen z —c, obliczonych dla
wszystkich zmiennych niebazowych zadania przy danym rozwiazaniu
bazowym X® mozemy ustali¢, czy jest ono rozwiazaniem optymalnym.

Wskazniki zf —c; nazywaja si¢ wskaznikami optymalnosci.

Gdy przy danym rozwiazaniu X® istnieje kilka zmiennych niebazo-
wych X, » dla ktorych zf —c;< 0, to kierowa¢ sig bedziemy wartoscia
bezwzgledna tych wskaznikow. Wybiera¢ bedziemy z ujemnych wskaz-
nik o najwigkszej warto$ci bezwzglednej. Ten wybodr okresla si¢ mia-
nem kryterium wejscia.

3.3. WLASNOSCI ZADANIA PROGRAMOWANIA

LINIOWEGO

Zajmowaé si¢ bedziemy Zadaniem Programowania Liniowego
[ZPL], ktére mozna przedstawi¢ za pomoca uktadu:

(max) f(x)=c"x
przy warunkach:

Ax=b

x>0
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Kazdy z warunkow pobocznych reprezentuje potprzestrzen (w R?
polptaszczyzng). Polprzestrzen jest zbiorem wypuktym. Dlatego zbior
bedacy iloczynem polprzestrzeni jest réwniez zbiorem wypuklym.
W zbiorze rozwiazah dopuszczalnych, bgdacym iloczynem zbiorow wy-
znaczonych przez warunki poboczne, istnieja wierzchotki, czyli punkty
nie nalezace do odcinka, ktérego konce naleza do zbioru. Wierzchotki
stanowia wazne miejsca z punktu widzenia metody simplex. Szukanie
rozwiazania optymalnego jest przechodzeniem po wierzchotkach w kie-
runku najszybszego wzrostu funkcji celu. Mozna zapisa¢ nastgpujace
wlasnosci zbioru rozwiazahn dopuszczalnych:

* zbidr rozwiazan dopuszczalnych jest zbiorem wypuklym,

* jezeli zbidr rozwiazan dopuszczalnych jest niepusty, to ZPL ma

rozwigzanie optymalne (niekoniecznie skonczone),

* wierzchotki zbioru dopuszczalnego to wektory rozwiazan bazo-

wych,

* rozwigzanie optymalne lezy na co najmniej jednym wierzchotku,

* jezeli jest jedno rozwiazanie optymalne, to jest ono wierzchotkiem

zbioru wyznaczonego przez warunki poboczne.

PRZYKLAD 3.3. Znajdz graficznie zbidr rozwiazan dopuszczalnych
1 rozwigzanie optymalne nastgpujacego ZPL:

(max) f(x) = 5x, + 3x,

przy warunkach:

4x, +2x,<6

—Xx, +6x,<12

x20, x,>0

Warunki poboczne przedstawiaja potptaszczyzny, ktdre wyznaczo-
ne sa pokazanymi na wykresie prostymi. Wektor pochodnych czastko-
wych funkcji celu (gradient) wyznacza kierunek najszybszego wzrostu
funkcji celu. ¥ f(x) =[5, 3]. Zaznaczony czworobok jest zbiorem roz-
wiazan dopuszczalnych. Latwo wida¢, Zze najdalej w kierunku gradien-
tu (najgrubsza strzatka) lezy punkt optymalny, to jest punkt, dla ktore-
go warto$¢ funkcji celu jest najwyzsza. Ma on wspotrzedne (wartosci

zmiennych decyzyjnych) rowne: x, = 1,5 oraz x, = 0. Te same wartosci
uzyskano przy szukaniu rozwiazan optymalnych w Przyktadzie 3.2.
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X2

W ZPL moze wystgpowac rézny uktad zbioru warunkéw dopusz-
czalnych w stosunku do kierunku gradientu. Mozemy mie¢ zatem sytu-
acje taka, ze gradient jest prostopadly (w R?) do odcinka taczacego dwa
wierzchotki. W takim przypadku optimum jest zaréwno w obu wierz-
chotkach, jak 1 w kazdym punkcie odcinka laczacego te wierzchotki.
Na potwierdzenie tego zapisu podano ponizszy przyktad, ktorego samo-
dzielne rozwiazanie zalecane jest czytelnikowi.

PRZYKLAD 3.4 Znajdz graficznie zbi6r rozwigzah dopuszczalnych,
gradient oraz rozwiazanie optymalne (krawedz) ZPL

(max) f(x) = 2x, + 2x,
przy warunkach
10x, +10x, < 100
—4x + 4x,<20
X, <6
x,20, x,20
Zbioér rozwiazan dopuszczalnych stanowi pigciobok. Natomiast roz-

wiazan optymalnych jest tutaj nieskonczenie wiele. Tworza one bok
tego pigciokata. Sa one okreslone wzorem:

10 4
Xopt:)\«|:0}+(l7\){6:| przy 0<A<1
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Innym przyktadem, w ktérym na plaszczyznie tatwo jest okresli¢
zbior rozwigzan dopuszczalnych, ale niemozliwe znalezienie rozwiaza-
nia optymalnego, jest sytuacja, kiedy zbidr rozwiazan dopuszczalnych
jest nieograniczony.

PRZYKLAD 3.5. Znajdz graficznie zbior rozwigzan dopuszczal-
nych, gradient oraz pokaz, Ze nie istnieje skonczone rozwigzanie opty-
malne ZPL.

(max) f(x)=x, —2x,
przy warunkach
3x,t6x,>18

X, —2X2 >4

x,20, x,=0.

W tym przyktadzie wyst¢puje krawedz (czg$¢ osi OX) zaczynajaca
si¢ w punkcie [6, 0] wskazujaca na nieskonczenie wiele rozwiazan opty-
malnych. Jednakze w tym przypadku rozwigzanie optymalne nie istniej,
badz jest ono w nieskonczonosciz.

Przedstawione przyklady potwierdzaja przedstawione wcze$niej wila-
sciwo$ci ZPL. Rozwiazanie optymalne musi by¢ reprezentowane przez
co najmniej jeden z punktow wierzchotkowych. Dla zbioréw ograniczo-
nych mamy oczywiscie skonczong liczbg punktow wierzchotkowych,
poniewaz sa one punktami przecigcia krawedzi zbioru. Wybor wierz-
chotka optymalnego jest rzecza trywialna W przypadku, gdy zbior roz-
wiazan dopuszczalnych nie jest ograniczony, do wyznaczenia rozwia-
zania optymalnego przy maksymalizacji funkcji celu wystarczy usta-
li¢, czy funkcja ta jest ograniczona z gory na zbiorze rozwiazan dopusz-
czalnych, a potem okresli¢ jej wartosci w punktach wierzchotkowych.

PRZYKLAD 3.6. Znajdz zbiér rozwiazan wierzchotkowych, to jest
punktow, w ktérych moze znajdowac si¢ skonczone rozwiazanie opty-
malne ZPL.

(max) f(x) = 2x, +2x,
przy warunkach
10x, + 10x,< 100

- 4x1 + 4X2§ 20

2 Przyklad ten zostanie zrobiony numerycznie w czg¢$ci objasniajacej metodg simplex. Tam tez zostanie
pokazany uktad elementow macierzy A, ktory okresla taki przypadek.
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X,<6

x,20, x,>0

Zadanie to bylo przedmiotem przyktadu 3.4. Zgodnie z uwagami do
tego przyktadu, zbioér rozwiazan dopuszczalnych jest zbiorem ograni-
czonym. Na przecigciu trzech prostych, wyznaczajacych polptaszczy-
zny odpowiadajace warunkom pobocznym wystepuje 5 wierzchotkow.
Maja one wspotrzedne:

10| |4 (1| |0] |O

0 6|/ 16| [5] |0
Funkcja celu f(x) = 2x, + 2x, w kolejnych punktach wynosi:
10 4 1 0 0
f =20, f =20, f =14, f =10, f =0
0 6 6 5 0

Warto$¢ 20 jest rowniez w kazdym punkcie odcinka faczacego punkty

10i4
0 6

W kontekscie pokazanego przyktadu warto wspomnie¢, ze waznym
zagadnieniem optymalizacji jest tak zwane Parametryczne Zadanie Pro-
gramowania Liniowego. Zadanie to moze mie¢ kilka aspektow, ktore
znajduja swe odzwierciedlenie w zmianie:

» wspolczynnikow przy zmiennych w funkcji celw’,

* warto$ci ograniczen wyrazow wolnych?,

* warto$ci parametréw w warunkach pobocznych?,

* polegajacej na dodaniu nowych warunkéw pobocznychs,

* na dodaniu nowych zmiennych decyzyjnych’.

3 Jezeli funkcja celu maksymalizuje przychdd ze sprzedazy kilku produktow i celem ZPL jest okreslenie
struktury sprzedazy, to zmiana ceny ktoregokolwiek z tych produktéw jest rownoznaczna ze zmiang
parametru w funkcji celu.

4 Jezeli istnieje mozliwo$¢ zwigkszenia zakupdw jakiegokolwiek surowca czy materiatu, to jest to
réwnoznaczne ze zmiang elementu b, w wyrazie wolnym

5 W przypadku zmiany technologii moze nastapi¢ zmiana zuzycia jednostkowego materiatu, co powoduje
zmiang elementu w macierzy A

¢ W trakcie prowadzenia procesu produkcji moze nastapi¢ reglamentacja kolejnego materiatu, co oznacza,
ze nalezy wprowadzi¢ odpowiadajacy mu warunek poboczny.

7 W przypadku, gdy zmienne oznaczaja procesy produkcyjne lub produkty mozliwe jest rozpatrywanie
jeszcze innych procesow lub produktow (innowacji), ktore dotychczas nie byty produkowane. Wejscie
zmiennej nowej (odpowiadajacej innowacji) do bazy powoduje akceptacj¢ tego produktu w planie
produkcyjnym.
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3.4. METODA SIMPLEX

3.4.1. Zadanie startowe

Punktem wyjscia dla naszych rozwazan bgdzie standardowa postac
ZPL:

(max) f(x) =c"x
przy warunkach

Ax=b

x>0

Zgodnie z wczesniejszymi uwagami, postgpowanie dotyczace ZPL
obejmuje analiz¢ wierzchotkéw w kolejnosci od pierwszego dopuszczal-
nego rozwiazania do wierzchotka optymalnego, w kierunku najszybsze-
go wzrostu funkcji celu. Oznacza to, ze nie sa analizowane warto$ci
funkcji we wszystkich wierzchotkach, co byloby trudne w przypadku
zadan o znaczacych rozmiarach. Wiasnie algorytm Simplex umozliwia
analizg tylko tych wierzchotkow, w ktorych wartos¢ funkeji celu jest (w
przypadku maksymalizacji) nie mniejsza od wartosci z ostatniego roz-
wiazania bazowego.

W postaci standardowej wystepuje czg$¢ bazowa wektora x (stojaca
przy kolumnach macierzy jednostkowej) oraz czg¢$¢ niebazowa. Moz-
na zatem dokona¢ nastepujacego podziatu sktadowych rozwiazania x®.

Xg . |czesc  bazowa Xg =20(m-1)
’ 9 czesc niebazowa x, =0((n-m)-1)

x° =

i zgodnie z podzialem tego wektora rowniez podzialu wektoréw i ma-
cierzy:

c=[c, cp] oraz A=[B P].

Dochodzenie do postaci standardowej moze w niektorych przypad-
kach by¢ klopotliwe. Nie ma problemdéw numerycznych, gdy (w przy-
padku maksymalizacji funkcji celu) warunki ograniczajace sa sformu-
fowane w sposob dla funkcji celu wlasciwy®, to znaczy ograniczaja
zmienne od gory. Reprezentuje to zapis:

8 Dla minimalizacji funkcji celu znak nieréwno$ci w warunkach pobocznych jest odwrotny od znaku dla
maksymalizacji.
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2.3 X; <b (i=1,..K)
-1

W takim bowiem przypadku doprowadzenie do postaci standardowej
z warunkami pobocznymi w postaci rownan wymaga dodania do kaz-
dej nierownosci zmiennej dodatkowej. W kazdym warunku dodawana
jest kolejna zmienna dodatkowa, co powoduje, ze uzyskuje si¢ jedno-
czesnie spetnienie wymagan dotyczacych rownosci jak i macierzy jed-
nostkowej. Zmienne dodatkowe tworza bazowe rozwiazanie startowe.
Tak byto w przypadku Przyktadu 3.2.

Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze warunki poboczne wystgpuja w for-
mie nierownosci, ktore wymagaja odjecia zmiennej dodatkowe;j, jezeli
chcemy doprowadzi¢ do rownosci stron. Zmienne dodatkowe (nadmia-
ru) odejmujemy od lewej strony nierownos$ci. W takim przypadku do-
datkowe zmienne zapewniaja zachowanie rownosci, ale nie daja macie-
rzy jednostkowej (rozwiazania startowego). Podobnie jest, gdy warun-
ki poboczne wystepuja od razu w formie réwnan a nie wystepuje ma-
cierz jednostkowa:

leaij X; =h, (i=1, ..k
j=

W takim przypadku rozwiazanie startowe uzyska¢ mozna za pomoca
tak zwanej metody kar. Wowczas konieczne jest wprowadzenie do roz-
wigzania zmiennych sztucznych. Metoda kar nie daje rozwiazania star-
towego nalezacego do zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Jest pierw-
szym krokiem do uzyskania takiego rozwiagzania, ale wymagane jest kil-
ka iteracji, by pierwsze rozwiazanie dopuszczalne uzyskaé¢. Metoda po-
lega na dodaniu sztucznych zmiennych (nieujemnych) tylko z jednej
strony rownania. Takie dzialanie powinno to réwnanie ponownie za-
mieni¢ w nieostra nierdwno$¢. Zachowanie rownosci jest wlasnie wy-
razeniem zgody na opuszczenie zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Aby
rozwiazania pozostawaly poza zbiorem rozwiazan dopuszczalnych tak
krotko, jak to mozliwe, nalezy wraz z dolaczeniem sztucznych zmien-
nych zachowa¢ rownania, ale do wyjéciowej funkcji celu f(x) dotaczy¢
sztuczne zmienne z jednakowymi wspotczynnikami bardzo niekorzyst-
nymi ze wzgledu na rodzaj kryterium. W przypadku maksymalizacji sa
to bardzo duze co do wartosci bezwzglednej liczby ujemne (-M), a przy
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minimalizacji bardzo duze liczby dodatnie M. Nosza one nazwg kar.
Skonstruowane w ten sposob zadanie nosi nazweg zadania rozszerzone-
go. Jego posta¢ wyglada:

(max) f(x,x)=c'x—Mx_ M>0)
przy warunkach:

Ax+1 x =b (b=>0)

x>0, x>0

Przyjecie dla M duzej wartosci ujemnej bedzie preferowato przy
maksymalizacji funkcji f te rozwiazania, w ktorych zmienne sztuczne
nie wystapia. Zostana one w pierwszych iteracjach algorytmu simplex
usunigte z bazy. Wystgpowanie zmiennych sztucznych w rozwiazaniu
bazowym jest sprzeczne z warunkami zadania i oznacza opuszczenie
przez rozwiazania zbioru dopuszczalnego.

Przy rozwiazywaniu zadania rozszerzonego stosujemy wigc w pierw-
szym kroku algorytm simplex az do chwili, gdy uzyskamy rozwiaza-
nie bazowe bez zmiennych sztucznych. Dopiero wowczas uzyskujemy
pierwsze rozwiazanie dopuszczalne. Jezeli w rozwiazaniu optymalnym
pozostana zmienne sztuczne, to zadanie wyjsciowe jest sprzeczne. Moz-
na przy tym zastosowac zasade, ze przy rozwiazywaniu zadania rozsze-
rzonego sztuczna zmienna usunigta z bazy w pewnej iteracji nie moze
by¢ juz uwzgledniana jako kandydat na zmienna bazowa w nastepnych
iteracjach.

PRZYKLAD 3.7. Zapisz postaé standardowa ZPL
(max) x, +2x, — 3x, +4x,
przy warunkach:
2x, +4x, +3x, +x, <20
—X, T 2x,-5x, +4x,>10
2x, +3x,-x, =30

x>0 i=1,...4)
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Zadaniem rozszerzonym zbudowanym do zadania wyjSciowego jest:
(max) x, +2x, = 3x, +4x, - M (X, + x,)

przy warunkach:

2x1+4x2+3x3+x4+x5 =20
—X1+2X2—5X3+4X4—X6+X7 =10
2X1 + 3X3 —-X, + X, = 30

X,20 Gg=1,....8)

Jak tatwo wida¢ w pierwszym warunku wprowadzono zmienng do-
datkowa x,. W drugim warunku pobocznym nalezato w pierwszym kro-
ku odja¢ zmienna x, co zapewnito rownos¢, a nastgpnie doda¢ zmienna
sztuczng X, jednoczes$nie wprowadzajac ja do funkcji celu. Trzeci waru-
nek wymaga jedynie dodania zmiennej sztucznej X, 1 rowniez wprowa-
dzenia jej do funkcji celu.

Ta posta¢ standardowa wyznacza pierwsza tablicg sympleksowa za-
dania rozszerzonego. W pierwszym zadaniu rozszerzonym bazowe sa
zmienne X, X,, X,, gdyz dla tych zmiennych w macierzy A wystgpuja
wektory jednostkowe. Zgodnie z opisang wcze$niej zasada zmienne ba-
zowe sg rowne wyrazom wolnym. Przyjmuja one warto$ci odpowied-
nio: 20, 10, 30. Pozostate zmienne (w tym decyzyjne) sa rOwne zero.
Warto jeszcze raz przypomnieé, ze liczba zmiennych, przyjmujacych
wartos$ci rézne od zera w rozwigzaniu bazowym jest rowna liczbie wa-
runkéw pobocznych’. Dopiero kolejne iteracje pozwola wyeliminowac
zmienne X, i X,, o oznacza¢ bgdzie pierwsze rozwigzanie bazowe znaj-
dujace si¢ w zbiorze dopuszczalnym. Znalezienie pierwszego dopusz-
czalnego rozwiazania bazowego jest pierwszym krokiem w metodzie
Simplex. Kolejne kroki polegaja na zbadaniu, czy jest to rozwiazanie
optymalne, a jezeli nie jest, to znalezienie zmiennej dotychczas nieba-
zowej, ktora wejdzie do bazy oraz znalezienie zmiennej dotychczas ba-
zowej, ktora bazg opusci. Mozna zatem algorytm Simplex przedstawic¢
na schemacie:

° Moze sig¢ zdarzy¢, ze ktoras ze zmiennych bazowych przyjmie wartos¢ zero, gdyz tyle wynosi warto$¢
wyrazu wolnego. Wowczas moéwimy o tak zwanym zdegenerowanym rozwiazaniu bazowym. W takim
przypadku zmienna bazowa przyjmujaca warto$¢ zero powinna by¢ wyraznie zaznaczona, by nie doszto
do pomytki polegajacej na zaliczeniu jej do zmiennych niebazowych.
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Znalezienie pierwszego dopuszczalnego rozwiazania bazowego

}

Zbadanie optymalnosci rozwiazania <
Rozwigzanie optymalne Rozwigzanie nieoptymalne

!

Znalezienie zmiennej niebazowej wchodzacej do bazy

!

Znalezienie zmiennej bazowej opuszczajacej baze

!

Znalezienie kolejnego rozwiazania bazowego —

Opisane na schemacie dziatania wygodnie jest przedstawi¢ za pomo-
cq tablicy Simplex.

3.4.2. Tablica Simplex

Omowiony wcezesniej sposob kontroli, czy badane rozwiazanie ba-
zowe ZPL jest optymalne oraz podanie zasady konstrukcji lepszego
rozwigzania bazowego, gdy taka mozliwo$¢ istnieje, sa wykorzysty-
wane w postgpowaniu zwanym algorytmem Simplex (symplexowym,
simplexowym). Postgpowanie to ma charakter postgpowania iteracyjne-
g0, 1 w przypadku istnienia rozwigzania optymalnego prowadzi do jego
znalezienia.

Macierz A, bgdaca zasadnicza czg$cia tablicy Simplex sklada sig
z wektoréw kolumnowych X'f. Elementy sktadowe tych wektoréw
stuza do wyznaczania opisanych wcze$niej wartosci wskaznikow opty-
malnosci zf -c,a przede wszystkim do budowy nowego rozwiazania
bazowego. Wystepuja one, gdy zapiszemy uktad rownan ograniczaja-
cych w formie macierzowej. Dlatego kolejne iteracje w tablicy Sim-
plex powinny zawiera¢ wszystkie niezbedne elementy do wykonania
pokazanych na schemacie czynnosci. Macierz wspotczynnikow z formy
bazowej warunkow ograniczajacych, czg$¢ bazowa rozwiazania bazo-
wego rozpatrywanego w danej iteracji oraz wskazniki optymalno$ci
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zmiennych zestawia si¢ w tablicy, ktorej ogolna postac zostata pokazana
ponizej:

Cy Co Cs C,
cbB b X1 X2 X3 Xn Wskazniki
! | Baza wyjscia
b.
C B XB b XlB X2 B X3 B Xn B 1
! X ik
Wskazniki
Wejéciza C'X®|z,-C,|2,-C, | Z5-Cq Z,-C,

Jesli B 1 B’ sa bazami sasiednimi oraz B* = {a } + B — {a }, to wek-
tor xf ‘mozna otrzyma¢ za pomoca wektorow X B w oparciu o znane
w teorii algebry liniowej wzory przejscia, odpowiadajace pokazanym
w rozdziale pierwszym operacjom elementarnym.

Wyznaczanie elementoéw tablicy sympleksowej wygodnie jest rozpo-
czyna¢ od wiersza zwiazanego z nowa (wprowadzona obecnie) zmienna
bazowa x,, a potem przejs¢ do obliczania pozostatych elementow. Mo-
zemy przyjac, ze operacje bgdziemy wykonywac na wierszach macie-
rzy A. Oznaczmy przez w, — wiersz starej tablicy sympleksowej zwiaza-
ny z nowa (dotychczas niebazowa), wchodzaca obecnie do bazy zmien-
nax, a przezw', —analogiczny wiersz w nowej tablicy sympleksowej,
w ktorej ta zmienna bedzie zmienna bazowa. Proces numeryczny budo-
wy tablicy wierszami mozna schematycznie zapisac:

w.o=w—x W, _ (itk)
PRZYKLAD 3.8. Napisa¢ tabele Simplex dla ZPL z przyktadu 3.7.
Zadanie to w postaci standardowej miato posta¢ (zadanie rozszerzone):
(max) x, +2x, — 3x, + 4x, - M (x, + X,)

przy warunkach:

2X1+4X2+3X3+X4+X5 =20
X, +2><2—5x3+4x4 —X, T X, =10
2X] +3X3—X4 +X8:30

XJ.EO g=1,...,98)

W pierwszym rozwiazaniu bazowym zmiennymi bazowymi sa:
zmienna dodatkowa niedoboru x, oraz zmienne sztuczne X, i x,. Trzy
zmienne bazowe odpowiadaja liczbie warunkéw pobocznych zada-
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nia. Pozostate zmienne, w tym wszystkie zmienne decyzyjne nie bedac
zmiennymi bazowymi maja nadang warto$¢ zero.

0 1 2 -3 4 0|0 |[-M|—-M
Ws}(qi-
N Baza b X, X, X, X, X, | X | X, | X n}l,q_
wyjscia
X 20 2 4 3 1 110 0 0 20
-M X, 10 -1 2 -5 4 0 |-1 1 0 10/4
-M X, 30 2 0 3 -1 00 0 1
X;l;glz;“k‘ aoM | M-1|-2M2| 2M+3 | 3M4| o | M| o | @
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X 0
X, 0
Xq 0
X.° = Z' = 200
Xq 0
X, 10
X, | 130

Komentarz do tablicy:
* w wierszu pierwszym znajduja si¢ wskazniki z funkcji celu stojace

przy kazdej zmiennej xi, przy czym oczywiscie brak jakiej§ zmien-
nej w funkcji celu oznacza, ze wskaznik z funkcji celu jest rowny
zeru,

* wiersz drugi jest gldowka tabeli, pokazuje zatem co miesci si¢ w od-

powiednich kolumnach, przy czym ch oznacza, ze sa to wyrazy
z funkcji celu, stojace przy zmiennych bazowych danego rozwia-
zania,

 Baza zawiera zbior elementow sktadowych wektora X, ktore to ele-

menty sa W obecnym rozwiazaniu elementami bazowymi,

» Wektor b zawiera wyrazy wolne, jednoczes$nie sa to warto$ci zmien-

nych bazowych. Oznacza to, ze wektor bazowy ma obecnie nastg-
pujace elementy sktadowe (zmienne niebazowe sa rowne zero):

* w kolumnach pod odpowiednimi x. znajduja sig elementy macierzy

A, sktadajacej si¢ z wektorow stojacych przy odpowiednich zmien-
nych w warunkach pobocznych, oczywiscie zera wystgpuja wow-
czas, jezeli dana zmienna nie wystgpuje w odpowiednim warunku,



* fatwo zauwazy¢, ze trzy zmienne bazowe maja w macierzy A wek-
tory jednostkowe, ktore tacznie tworza macierz jednostkows trze-
ciego stopnia,

1 0 0
X5:0, X6: 1 , X7: 0
0 0 1

» wiersz ,,wskazniki wejécia” to zestawienie wskaznikow optymal-
nosci z,—c, czyli iloczyndow wskaznikow funkcji celu stojacych
przy zmiennych bazowych w danym rozwiazaniu (tu ch) 1 wekto-
row stojacych w kolumnach w macierzy A, (tu X*) pomniejszo-
nych o warto$¢ stojaca przy danej zmiennej w funkcji celu. Dla
przykfadu, warto$¢ w kolumnie x, zostata wyliczona w sposob na-

stgpujacy:
2
[0,-M,-M]|-1|-1=2"0+ (M) (-1)+(-M) 2-1=
2
=M-2M-1=-M-1

* w wierszu ,,wskazniki wejécia” pod wektorem b znajduje sig¢ war-
tos¢ funkcji dla danego rozwigzania bazowego, czyli w tym przy-
padku jest to wartos¢ —40M. Jest ona liczona w ten sam sposob,
jak wskazniki z, — ¢, z tym, ze nad wektorem b, w wierszu pierw-
szym wystepuje wartos¢ wyrazu wolnego z funkcji celu pisanego
ze znakiem przeciwnym (w tym przykladzie zero), w kolumnach
bazowych w miejsce zera wpisane sa kropki. Te kropki wskazu-
ja, ze warto$¢ ta jest rowna zeru, ale wystgpuje w kolumnie odpo-
wiadajacej zmiennej bazowej, w odrdznieniu od przypadku, kie-
dy wskaznik optymalnosci jest rowny zero w kolumnie niebazo-
wej 1 wowczas jest to znak tego, ze istnieja alternatywne rozwiaza-
nia optymalne,

* w kolumnie ,,wskazniki wyjscia” przedstawione sa wskazniki wy-
liczone zgodnie z wzorem
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dla kolumny x,, gdyz w kolumnie tej wskaznik optymalnosci jest
ujemny 1 ma najwigksza warto$¢ bezwzgledna sposrod wszystkich
ujemnych wskaznikow optymalnosci, to znaczy, ze jest to kolum-
na wybrana zgodnie z opisanym w dalszej czgSci sposobem wybo-
ru zmiennych wchodzacych do bazy (w kolejnej iteracji x, bedzie
zmienna bazowa):

min {-M-1; 2M -2; 3M -4} = 3M-4=2z, —c,
» Wskazniki wyj$cia liczone sa dla wszystkich dodatnich elementéw

w wektorze kolumnowym zmiennej wchodzacej do bazy. Kryte-
rium wejscia do bazy jest minimalizacja ilorazu

ik

Oznacza to, ze zmienna x, zastapi dotychczasowa zmienna bazowa
(sztuczna) x., gdyz:

min {20; 2,5} =2,5.

Przyktad ten pokazuje zasady zapisu catej tablicy Simplex oraz spo-
sob wykonywania iteracji. Zanim przejdziemy do kolejnych przykta-
doéw zostanie pokazana podstawa teoretyczna postgpowania w algo-
rytmie sympleksowym. Te czynnosci okresla si¢ mianem ,,konstrukcji
sasiedniego rozwiazania bazowego”.

Algorytm Simplex prowadzi do uzyskania optymalnego rozwia-
zania ZPL. Oznacza to, ze jezeli zbior rozwigzan dopuszczalnych nie
jest zbiorem pustym, to ZPL ma rozwiazanie optymalne (niekoniecz-
nie skonczone), a gdy ten zbidr jest ograniczony, to rozwigzanie jest
skonczone. Kolejne iteracje polegaja na badaniu sasiednich wierzchot-
kow zbioru rozwiazan dopuszczalnych w kierunku najszybszego wzro-
stu warto$ci funkcji celu. Postgpowanie konczy si¢ wraz ze stwierdze-
niem, ze albo:

* dane rozwiazanie jest optymalne,

* dane rozwiazanie jest optymalne ale istnieja inne alternatywne roz-

wiazania optymalne, dajace t¢ sama warto$¢ funkcji celu,

* istnieja nieskonczone krawedzie zbioru rozwigzan dopuszczal-

nych, na ktorych lezy rozwiazanie optymalne,

* zadanie jest sprzeczne.
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Warunkiem koniecznym rozwigzania optymalnego jest niemozli-
wos¢ poprawienia obecnego, ostatniego rozwiazania bazowego. Mozna
zatem sformutowac nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2. Jezeli w ZPL z maksymalizacja funkcji celu dla
danej postaci bazowej wszystkie wskazniki optymalnosci stojace przy
zmiennych niebazowych (zj —¢,20 dla j#B) sa nieujemne, to rozwiaza-
nie bazowe jest optymalne'®. Jezeli sa dodatnie, to jest to jedyne rozwia-
zanie optymalne. Jezeli ktory$ ze wskaznikéw optymalnosci stojacych
przy zmiennych niebazowych jest rowny zero, to istnieja alternatywne
rozwigzania bazowe.

Oczywiscie w podanym przyktadzie 3.8. rozwigzanie bazowe nie
jest optymalne. Nie jest ono nawet rozwiazaniem dopuszczalnym, gdyz
W nim wystgpuja zmienne sztuczne. Warto zatem znalez¢ pierwsze do-
puszczalne rozwiazanie dla tego ZPL. Uzyskanie tego rozwiazania od-
bywac si¢ bedzie zgodnie z algorytmem Simplex. Dlatego tez warto
w tym miejscu zapisa¢ dwa, wspomniane wczesniej kryteria (stosowa-
ne, gdy rozwiazanie nie jest optymalne):

* kryterium wej$cia: jako nowa zmienna bazowa nalezy wziac tg, dla
ktorej wskaznik optymalnosci (przy maksymalizacji funkcji celu)
jest ujemny 1 ma najwigksza warto$¢ bezwzgledna sposrod wszyst-
kich ujemnych wskaznikow optymalnosci. W takim przypadku
uzyskamy najwigkszy wzrost funkcji celu''.

* Kryterium wyj$cia: zmienna dotychczas bazowa opuszcza bazg,
gdy wskaznik wyjscia

Xik

wyliczony dla wchodzacej do bazy zmiennej x,, przyjmuje naj-
mniejsza wartos¢'.
PRZYKLAD 3.9. Stosujac algorytm Simplex znajdz pierwsze do-
puszczalne rozwiazanie bazowe dla ZPL z przyktadu 3.7.
Zgodnie z przyktadem 3.8. pierwsza tablica Simplex wyglada naste-
pujaco:

10°'W przypadku minimalizacji funkcji celu wskazniki optymalno$ci powinny by¢ niedodatnie.

' Dla minimalizacji funkcji celu wybieramy dodatnie wskazniki optymalnosci i szukamy najwigkszego
z nich.

12 Liczony jest tylko dla elementow dodatnich.
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0 1 2 3 4 0|0 |-M|—-M
Wskazni-

c? |Baza| b X, X, X, oo 15 % | % | % | ki wyjécia
0 | x, 20 2 4 3 1 1{0] 0O 20
M| x, | 10 | -1 2 -5 4 |o|-1| 1| 0| 104
M | x, 30 2 0 3 -1 0jo0of| 0|1
WSk.a,ZUIkI —40M |-M-1|2M-2 [2M+3 |-3M—4 | e | M| ® |
wejécia

Podane powyzej kryterium wejsScia okresla, ze do bazy wejdzie x,.
Jej wskaznik optymalno$ci (zaznaczony szarym kolorem) jest ujemny
1 najmniejszy (najwigkszy co do wartosci bezwzglednej). Dlatego tez
dla kolumny x, wyznaczone zostaly wskazniki wyjsScia. Obliczone sa
one poprzez podzielenie kolejnych elementow wektora b, przez kolejne
dodatnie elementy wektora x,° to znaczy: 20/1 oraz 10/4. Nie liczymy
trzeciego wskaznika, gdyz trzeci element w x ® jest ujemny (-1).

Sposrod wyliczonych wskaznikow (kryterium wyjscia) minimalny
jest wskaznik w wierszu drugim, odpowiadajacemu zmiennej x.. Dlate-
go tez ta zmienna wyjdzie z bazy. Oznacza to, ze obecnie macierz jed-
nostkowa bedzie utworzona z wektorow X, X, oraz X,. W pierwszym
kroku zapiszmy te wektory w kolejnej tablicy Simplex. Latwo zauwa-
zy¢, ze tg posta¢ macierzy jednostkowej uzyskac trzeba z macierzy jed-
nostkowej ztozonej z wektorow X, X, oraz X,. Z punktu widzenia prze-
ksztalcen elementarnych oznacza to lewostronne pomnozenie macierzy
A przez macierz przejscia (jest tatwa do wyznaczenia na podstawie roz-
dziatu 1). W dotychczasowej macierzy element w kolumnie X, i wierszu
X byt rowny 4. Przeksztatcenie polega¢ wigc bgdzie w pierwszym kro-
ku na podzieleniu drugiego wiersza przez 4. Uzyskamy wowczas (wsta-
wiajac do zbioru zmiennych bazowych X)

0 1 2 -3 4 0 0 M| M

Wskazniki

B

o’ Baza| b X, X, X, X, X, X, X, Xg wyidcia

0 X 20 2 4 3 1 1 0 0

4 x, [10/4|-1/4| 2/4 | =5/4| 1 0 |-1/4]| 1/4

-M | x, 30 2 0 3 -1 0 0 0

Wskazniki

wejscia
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W kolejnym kroku nalezy uzyska¢ w kolumnie x, zera w pierwszym
1 trzecim wierszu. Oznacza to ponowne wykonanie operacji elementar-
nych polegajacych na:

* na odjeciu od wiersza pierwszego wiersza drugiego,

* dodaniu do wiersza trzeciego wiersza drugiego.

Obie te operacje elementarne mozna tatwo przedstawi¢ za pomoca
macierzy B, ktéra lewostronnie pomnozona przez dotychczasowa ma-
cierz A pozwoli na uzyskanie kolejnej tablicy Simplex o postaci:

0 1 2 vi | 4|0 0 |-M|-M

R Wskaz-
c; Baza b X, X, X, X, | X X, X, X, n.|,k|.
wyjécia

X 70/4 | 9/4 | 14/4|17/41 0 | 1 | /4 |-1/4] O

0
4 X 10/4 |-1/4| 2/4 | -5/4| 1 | 0 |-1/4] 1/4| O

-M x, | 130/4| 7/4 | 24| 74| 0| 0 |-1/4]| 1/4 1

Wskazniki
wejscia

W tym przypadku zmiennymi bazowymi sa: x,, X, oraz X,. jak tatwo
wida¢ w tablicy Simplex nie sa one w tej kolejnosci. Przedstawiona w
tablicy kolejno$¢ w bazie jest wynikiem zamiany zmiennej X, na zmien-
na x,. Rozwiazanie bazowe ma postac:

_Xl_ 0 ]
X, 0
Xq 0
= |- 2014
Xq 0
x| | 10
x, | |130/4]

W kolejnym kroku liczone sa wskazniki optymalno$ci. Dla najmnie;j-
szego sposrod ujemnych wskaznikow optymalnosci (dla x,) liczone sa
wskazniki wyj$cia:
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0 1 2 3 1410 0 -M | -M
% | Baza b X X X X, | x X X X ngfa?niki
1 2 3 4 5 6 7 8 WijCIa
0 | x5 70/4 9/4 | 14/4 | 17/4 | 0 | 1 1/4 | -1/4| 0 70/9
4 | x4 10/4 v1/4 | 2/4 | v5/4 | 1| 0| -1/4 | 1/4 0 .
-M| x8 130/4 74 | 2/4 | 74 0] 0| -1/4 ] 1/4 1 130/7
Wskazniki 10- | 2—-| 0- | 22— -1 1+
wejscia 130M/4 | TM/4 | 2M/4 | TM/4 +M/4 | 3M/4

Rozwiazanie to oczywiscie nie jest optymalne. Rowniez nie jest do-
puszczalne, gdyz zawiera zmienng sztuczng x,. W kolejnej iteracji bazg
opuszcza zmienna x5, gdyz wskaznik wyj$cia dla tej zmiennej jest naj-
mniejszy (rownie niski i ujemny jest wskaznik przy x,, ale zastosuje-
my zasadg wskaznika o nizszym numerze). Nastgpna, liczona rdwniez
na podstawie kryteriow wejscia i wyjscia tablica wyglada nastgpujaco:

0 1 2 -3 41 0 0 |-M|-M

B b Wskazniki
c aza X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 WYjéCia

8
J
0 X 77/9 11159189 |0]| 49| 1/9 |-1/9]| 0
4 X 44/9 |0 89 | =79 | 1| 1/9]|1-2/9]2/9]| 0
-M| x 188/9 | 0 |-22/9(-15/9|0[-7/9|-4/9| 4/9

Wskazniki | 25 5/9 — o
wejscia 18M 8/9

Czytelnik tatwo wyliczy, ze wszystkie wskazniki optymalnos$ci przy
zmiennych niebazowych sa dodatnie, co sugeruje, iz jest to rozwigza-
nie optymalne. Jednakze w tym rozwiazaniu wystepuje ciagle zmienna
sztuczna X,. A zatem powyzsze ZPL jest sprzeczne. Zbior rozwiazah do-
puszczalnych tego zadania jest zbiorem pustym.

PRZYKLAD 3.10. Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad liczbowy wy-
znaczania rozwigzania optymalnego stosujac algorytm Simplex. Dane
jest ZPL:

(max) 2x, + 2x,
przy warunkach:
4x, +4x, <80
2x,-2x,<20
x>20(=12)
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Zadanie to po sprowadzeniu do postaci standardowej wyglada nastg-
pujaco:
(max) 2x, +2x,

przy warunkach:

4x1 + 4X2 +X, <80
2x1 —2x2 +X, < 20
x>0(G=12)

co oznacza, ze nie trzeba wstawia¢ zmiennych sztucznych a macierz
jednostkowa zostata utworzona z wektorow stojacych przy zmiennych
dodatkowych. Dlatego pierwsza tablica Simplex wyglada nastepujaco:

1 c, 0 2 2 0 0
ciB Baza b X, X, X, X, \YAY
0 X, 80 4 4 1 0 20
0 X, 20 2 -2 0 1 10

z, - 0 —2 -2 ° °

Z dwoch ujemnych jednakowych wskaznikéw optymalnosci wybie-
rzemy wskaznik x,. Ta zmienna wejdzie do bazy. Wskazniki wyjscia
[WW] policzone po prawej stronie wskazuja, ze zmienna x, wejdzie
na miejsce zmiennej X,. Zastosowanie operacji elementarnych prowa-
dzi zatem do tablicy:

2 c. 0 2 2 0 0
c” Baza X, X, X, X, |[WW
0 X, 40 0 1 -2 5

X, 10 1| -1 0 0,5

z,—¢ 20 ° -4 ° 1

W tej tablicy jest tylko jeden wskaznik optymalnos$ci ujemny. Ozna-
cza to, ze rozwiazanie nie jest optymalne. Warto$¢ funkcji wzrosta z
0 do 20. W pokazanym przypadku tylko jedna zmienna moze opuscié
bazg, gdyz jeden element w kolumnie x, jest ujemny. Mimo to zostat
wyliczony wskaznik wyjscia. W nastgpnej iteracji zmienna x, wejdzie
na miejsce x,. Tablica bedzie miata wyglad:
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3 c o] 2] 2 0 0

c? Baza b X, X, X, x, | WW

2 X, 5 0 1| 0,125 | -0,25

2 X, 15 1 0| 0,125 | 0,25 60
zZ—C. 40 ° ° 0,5 0

W tym przypadku nie wystepuja ujemne wskazniki wejscia (optymal-
nosci). Oznacza to, ze trzecia (numery tablicy wystepuja w lewym gor-
nym rogu) tablica data rozwiazanie optymalne. Jednak jeden ze wskaz-
nikow optymalnosci (dla x,) jest rowny zero. Oznacza to, ze istnieje al-
ternatywne rozwiazanie bazowe. Wyliczony wskaznik wyjscia w tej ta-
blicy pokazuje, ze bazg opusci x1. Kolejne rozwiazanie optymalne po-
kazuje tablica:

4 C, 0 2 0 0

c? Baza b X, X, X, X, | WW

2 X, 20 1 1 0,25 0 20

0 X, 60 4 0 0,5 1 15
z-C 40 0 ° 0,5 °

Latwo zauwazy¢, ze w tablicy 3 i tablicy 4 warto$¢ funkcji celu jest
taka sama i wynosi 40. Sa to dwa wierzchotki dajace identyczna warto$¢
funkcji celu. W tablicy 4 wskaznik optymalno$ci przy x, jest rowniez
réwny zero, z wskazniki wyjscia pokazuja, ze wprowadzenie zmiennej
x, w miejsce x, doprowadzi nas do tablicy 3.

Kolejne wektory, odpowiadajace czterem iteracjom Simplex wygla-
daja nastgpujaco:

0 10 15 0
0 0 5 20
X:® = . X% = . X3 = . X =
' T lao 2 " lao *Tlo “Tlo
20 0 0 60

A wartos$ci funkcji sa réwne:

fX?) =0, fiX?=20, fiX}?)=40, f(X}) =40.
Wierzchotki X.® oraz X, sa optymalne, co oznacza, ze rowniez caty
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odcinek daje rozwiazania optymalne. Mozna zatem zapisaé, ze opty-
malnym rozwiazaniem jest:

15 0
5 20

Xopt® =y 0 +(1-7) . dlay e <0, 1>
0 60

W zadaniu wystgpuja cztery zmienne, z czego dwie sa decyzyjne.
Z punktu widzenia decyzji wazne sa zatem warto$ci dwoch pierwszych
elementow wektorow. Wektory te sa kolejnymi wierzchotkami zbioru
rozwiazan dopuszczalnych. Zostato to pokazane ponize;j:

Xz

v

X1

Linia gruba pokazany zostat gradient funkcji celu. Kolejne rozwia-
zania znajduja si¢ w punktach [0 , 0], [10, 0], [15, 5] [0, 20 ]. Dwa
ostatnie punkty wyznaczaja odcinek prostopadly do gradientu. Na nim
znajduja si¢ rozwigzania optymalne.

103



3.5. ZADANIE DUALNE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO
Punktem wyjscia dla naszych rozwazan bgdzie posta¢ ZPL:

S
max) f(xy ..., X)) = D_¢;X;
-1

przy warunkach

XjZO Gg=1,..,n).
Jest ona rownowazna zapisowi w postaci macierzowe;j:
(max) f(x) =c¢'x

przy warunkach

Ax<b

x>0

Zadanie powyzsze nazywamy zadaniem prymarnym. Czasami, z r6z-
nych przyczyn, w tym przyczyn obliczeniowych oraz interpretacyjnych,
warto jest zbudowa¢ do tego zadania zadanie dualne [ZDPL]. Zadanie
dualne programowania liniowego ma postac:

(min) g(y) =b'y
przy warunkach

Aly>c¢

y=0

Jak tatwo wida¢ wspoétczynniki funkcji celu z zadania prymarnego
staly si¢ wyrazami wolnymi w warunkach ograniczajacych a wyraz
wolny stanowi wspotczynniki funkcji celu zadania dualnego. Zmienne
x zostaty zastapione zmiennymi y.

Mozna sformutowaé nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 3.3. ZPL i ZDPL sg dualne wzgledem siebie.
Oznacza ono, ze z zadania dualnego mozemy ponownie otrzymac za-
danie prymarne, jezeli zapiszemy zadanie dualne do dualnego.
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Twierdzenie 3.4. Jezeli zbior X rozwiazah dopuszczalnych zadania
prymarnego nie jest pusty i1 zbidr Y rozwigzan zadania dualnego progra-
mowania liniowego nie jest pusty, to spelniony jest warunek f(x) < g(y)
dla wszystkich x e X orazy € Y.

Twierdzenie to oznacza, ze warto$§¢ maksymalizowanej funkcji celu
zadania prymarnego jest nie wigksza niz warto§¢ minimalizowane;j
funkcji celu zadania dualnego.

Twierdzenie 3.5. Jezeli zadania ZPL 1 ZDPL maja rozwiazanie opty-
malne to prawdziwy jest zapis:

max f (X) = min g (y)

xe X yeY

Oznacza to, ze warto§¢ maksymalizowanej funkcji celu w jej opti-
mum jest rdwna warto$ci minimalizowanej funkcji celu w jej optimum.

Tworzenie ZDPL do ZPL wymaga nast¢pujacych zasad:

* jezeli w ZPL jeden z warunkdéw ma zwrot nieréwnosci niezgodny
z wymaganiem funkcji celu” to w zadaniu dualnym zwiazana z tym
warunkiem zmienna przyjmuje wartosci niedodatnie,

* jezeli w ZPL warunek poboczny jest sformutowany w postaci row-
nania, to zwigzana z nim zmienna dualna jest dowolnego znaku,

PRZYKLAD 3.11. Znajdz posta¢ dualnego zadania programowa-
nia liniowego do zadania:

Max f(x) = 1x, + 2x, + 3x, — 4x,
przy warunkach

3x, +5x, +7x, - 9x, < 13

2x, +4x,+6x, - 8x, =15

Ix, +3x, +5x, = 7x, > 17

X, 20, x, dowolne, x,<0,x, >0

Zgodnie z poprzednimi zapisami ZDPL wyglada nastgpujaco:

13 Zadanie z maksymalizacja funkcji celu powinno mie¢ warunki poboczne nie wigksze niz wyrazy
wolne, natomiast zadanie z minimalizacja funkcji celu powinno mie¢ warunki poboczne nie mniejsze od
wyrazow wolnych.
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Min g(x) = 13y, + 15y, + 17y,
przy warunkach

3y, +2y,+ 1y, 21

Sy, t4y,+3y,=2

Ty, +6y,+ 5y, <3

-9y, - 8y,-Ty, =24

y,20,y, dowolne, y, <0.

Zadania ZPL i ZDPL sa ponadto powiazane w ten sposob, ze wskaz-
niki optymalno$ci w rozwiazaniu optymalnym zadania prymarnego po-
zwalaja odczyta¢ wartosci rozwigzania optymalnego zadania dualnego.
Mozna to sformutowac nastepujaco:

» wskazniki optymalnos$ci zmiennych dodatkowych w optymalnym
rozwiazaniu ZPL z kryterium maksymalizacji podaja wartosci
optymalne dla sprzg¢zonych z nimi zmiennych decyzyjnych ZDPL,
przy czym w przypadku, gdy zmienne sprz¢zone sa zmiennymi
nadmiaru nalezy zmieni¢ znak tej zmiennej,

» wskazniki optymalnos$ci zmiennych decyzyjnych w optymalnym
rozwiazaniu ZPL z kryterium maksymalizacji funkcji celu podaja
wartosci zmiennych dodatkowych z optymalnego rozwiazania za-
dania dualnego.

PRZYKLAD 3.12. Zapisz zadanie dualne do ZPL z przyktadu 3.10.
1 poréwnaj z rozwiazaniem zadania prymarnego.
Dla przypomnienia zadanie ma nastgpujaca postac:

(max) 2x, + 2x,
przy warunkach:

4x, +4x, <80

2x,—2x,<20

x=20(=12)

Zadanie dualne ma zatem posta¢ nastepujaca:

(min) 80y, + 20y,
przy warunkach:

4y +2y,>2

4y1 — 2y2 >2

y;20(G=12)
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a po sprowadzeniu do postaci standardowe;j:
(min) 80y, + 20y, + M(y, +y,)
przy warunkach:
4y, +2y, -y, Ty;=2
4y, =2y, =y, Y= 2
¥;20(G=1...,6)

Rozwiazanie tego zadania metoda Simplex nie jest ktopotliwe. Ko-
lejne kroki algorytmu pokazuja ponizsze tabele:

1 c 0 80 20 0 0 M M
c® |baza| b Y, Y, Y, Y, Ys Ys AU
M |y |2 4 2| -1 o | 1| o | 05
M |y |2 4 2] 0o | 1] o | 1] o5
2M | 8M-80 | 20 | -M -M b b

W przypadku minimalizacji funkcji celu, optymalne rozwigzanie po-
twierdzaja wskazniki optymalnosci ujemne (niedodatnie). W tablicy po-
wyzszej dodatni jest jeden wskaznik, stojacy w kolumnie y,. Zmienne
ta wejdzie do bazy. Wskazniki wyjscia (WW) sa rowne 0,5, wybieramy
dowolny, pierwszy od gory, co oznacza, ze baz¢ opusci zmienna sztucz-
na y5 . Kolejna tablica ma wyglad:

2 c 0 80 20 0 0 M M

c” | baza b Y, Y, Y, Y, ¥s Yy | WW

80| y, | 05 1 0,5 025 | 0 0,25 0 .

M| vy, 0 0 —4 1 -1 -1 1 0
40 . 4AM+20| M-20 | - M |-2M+20| e

W tej tabeli ponownie jeden wskaznik jest dodatni (dla y,). Zmienna
ta wejdzie do bazy w kolejnym rozwiazaniu. W kolumnie nad wskaz-
nikiem jeden element jest dodatni. Pozwala to wyliczy¢ wskaznik wyj-
$cia. Jest on rOwny zero, co oczywiscie nie oznacza, ze nie spehnia to
warunkow liczenia tego wskaznika. Wazne jest, by element kolumny,
przez ktory dzielimy, byl dodatni. W tym przypadku jest to jedynka.
Z bazy wyjdzie zatem druga i zarazem ostatnia zmienna sztuczna (y,).
Ostatnia tablica, juz z optymalnym rozwigzaniem ZDPL wyglada naste-

pujaco:
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3 C 0 80 20 0 0 M M
¢’ | baza b Yy Y, Y5 Ya Ys Ys
80 yl 0,5 1 —0,5 0 —0,25 0 0,25
0 y3 0 0 —4 1 —1 —1 1

40 ° -60 ° -20 -M -M +20

Dla przypomnienia wynikow zadania prymarnego pokazmy tablice
z rozwiazaniem optymalnym ZPL:

4 c, 0 2 2 0 0
c’ Baza X, X, X, X, WwW
2 X, 20 1 1 0,25 0 20
0 X, 60 4 0 0,5 1 15
Z —C, 40 0 ° 0,5 °

Nastegpujace wielkosci potwierdzaja wezesniejsze uwagi:

« warto$¢ funkcji w obu zadaniach wynosi 40,

» w ZPL wskazniki optymalnosci przy zmiennych dodatkowych wy-
nosza: 0,5 oraz zero (zaznaczone kropka), co odpowiada warto-
Sciom zmiennych decyzyjnych ZDPL, gdyz wartos¢ y, wynosi 0,5
ay, jest rowne zero (jako zmienna niebazowa),

» z ZPL wskazniki optymalno$ci zmiennych decyzyjnych (zero dla
obu zmiennych), sa réwne wartosciom zmiennych dodatkowych
rozwigzania optymalnego ZDPL, gdyz y, =0 (bazowa) a y,=0
jako zmienna niebazowa.

Analiz¢ wskaznikow ZDPL dokona Czytelnik samodzielnie, pa-
migtajac, ze zmienne y, oraz y, byly zmiennymi nadmiaru, co wymaga
zmiany znaku przy porownaniach z ZPL.

Dualne zadanie stuzy nie tylko ewentualnej tatwosci liczenia. Wazna
jest rowniez interpretacja ekonomiczna obu zadan. Ponizej przedstawio-
no niektore elementy interpretacji ekonomicznej elementow zadania du-
alnego 1 prymarnego:

PRZYKLAD 3.13. Zaklad wytworczy moze uruchomi¢ p proceséw
produkcyjnych, co odpowiada liczbie zmiennych decyzyjnych x. Dwa
roézne procesy moga shuzy¢ do wytworzenia dwoch réznych produktow,
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ale moga wytwarzac¢ ten sam produkt przy innych technologiach. Podaj
interpretacj¢ ekonomiczng elementéw ZPL 1 ZDPL™.

m — Liczba ograniczonych $rodkoéw niezbgdnych do uruchomienia
procesow. Zasoby tych srodkoéw reprezentuje wektor b*=[b ,b,...,b ].
a, — wielko$¢ naktadu $rodka i1 na jednostkg procesu j. Jest stala i
niezalezna od poziomu procesu.

a— wektor naktadow jednostkowych zwiazany z procesem j.

¢ — dochod z kazdej jednostki procesu j.

Maksymalizacja funkcji celu odpowiada zadaniu: ustali¢ intensyw-
no$¢ procesow produkcyjnych, ktore przy istniejacych zasobach
zapewnia maksymalny dochdd, X, — planowany poziom procesu j.

Zadanie: max X T CX

p.W. X ,ax,<b x>0 j=1,..p

w postaci standardowej wyglada:

Zj=l..p ax; + DI exX = b X, > 0 =1,.,p,ptl,..,n

X i~ poziom procesu niewykorzystania srodka 1 (dlatego przychod
Cp+i - O)

kazde dopuszczalne rozwiazanie tego zadania jest liczbowa cha-
rakterystyka pewnego planu produkcyjnego.

Procesy zwiazane ze zmiennymi bazowymi danego rozwiazania
bazowego to procesy aktywne, pozostate to procesy, ktére moga
sta¢ si¢ aktywne, jezeli zmieni si¢ ktory§ warunkow (na przyktad
technologia, cena, itp.).

Wartosci optymalne zmiennych decyzyjnych zadania dualnego sa
miarg efektywnosci krancowej wyrazow wolnych zadania prymal-
nego wzgledem optymalnej wartosci funkcji celu przy ukladzie
warunkow, jakie reprezentuje model. Nazywamy je cenami dual-
nymi — to znaczy nie sa to faktyczne ceny jednostki zasobow i-tego
srodka, za ktdra zostana nabyte przez zaktad, lecz sa efektywnos$cia
krancowa zasobow tego srodka w stosunku do optymalnej warto-
sci funkcji celu przy warunkach zadania. Oznacza to, ze podaja one
zmiang wartosci funkcji celu, jaka bgdzie mie¢ miejsce, gdy zaso-
by i-tego srodka wzrosna o jednostke. Mozna zatem zauwazy¢, ze
dobor cen dualnych minimalizuje faczna wyceng rozmiarow zaso-
bow poszczegodlnych ograniczen.

14 Ponizsza interpretacja bazuje na pracy: . Nykowski: Programowanie liniowe, Czg$¢ 1, SGPiS,
Warszawa, 1972, s. 170 i dalsze. W pracy tej znalez¢é mozna bardzo szerokie spektrum zagadnien
z programowania liniowego.
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ZADANIA DO ROZDZIALU 3
3.1. Ul6z ZPL maksymalizujace zysk, majac dla zaktadu krawieckie-

go nastgpujace dane:

Produkcja — wyroby X, . X, . ¥3 . X,
spodnie | marynarki | kamizelki | koszule
Zysk jednostkowy 80 150 120 40
Zuzycie jednostkowe tkaniny A 2 2 1 -
Zuzycie jednostkowe tkaniny B 1 1 2
Zuzycie jednostkowe pracy (rh) 2 6 3 1

wiedzac ponadto, ze mozliwe kwartalne dostawy tkaniny A wynosza
1.500 m., tkaniny B — 1.000 m, a zaktad dysponuje szeScioma pracow-
nikami, co daje miesigcznie okoto 1.000 roboczogodzin. Ponadto zamo-
wiono juz 300 koszul. Liczba spodni musi by¢ dwukrotnie wyzsza od
liczby marynarek. Zwykle co piaty klient kupujacy marynark¢ kupuje
rowniez kamizelke.

3.2. Co to jest gradient funkcji 1 warstwica. Policz gradient funkcji
f(x) =—x, + 2x,. Napisz roOwnanie warstwicy przechodzacej przez punkt (2,8)?

3.3. Przedstaw graficznie rozwiazanie ZPL i znajdz posta¢ standar-
dowa ZPL:

Max f(x) = -2x, + 4x,
p.w.

3x,tx, 23

5x,—2x,<20

X, +6x,<12

x,=20,x, >0

3.4. Znajdz postac¢ standardowa i startowe rozwiazanie bazowe ZPL:
Max f(x) = x, + 3x, + 2x, + 4x,

p.-w.
- 3x, +4x, + 2x, =12
X, +2x,t X, -2x,=3
4x, + X, +x, tx, =7
x,20, x>0, x,20, x,>20, x,>20, x>0,
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3.5. Znalez¢ metoda Simplex 1 graficznie rozwiazanie ZPL:
Max f(x) = 5x, + 5x,
p.-w.
X, +Xx,<8
4x, +x,<12
x,20, x,>0
3.6. Znalez¢ metoda Simplex rozwiazanie ZPL
Max f(x) = 2x, - 4x,
p-w.
2x, +x,<14
X, -x,<4
10x, +2x, > 16
x,20,

Wskazéwka. Zwro¢ uwage na to, ze tylko jedna zmienna jest nie-
ujemna.

3.7. Znajdz wszystkie rozwiazania optymalne ZPL:
Max f(x) = 2x, + 2x,

p.-w.
4x, + 4x, <80
2X] — 2X2 <20

x,20, x,>20.

Rozwiazaniem jest odcinek taczacy punkty [15, 10] oraz [0, 20].

c.| 2 2 0 0 AW
ciB Baza | b | x1 x2 x3 x4
0 x3 | 80| 4 4 1 0 20
0 x4 |20 2 -2 0 1 10
0| =2 | =2 0 0
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2 2 0 0
x1 x2 x3 x4
0 x3 |40] O 8 1 -2 5
2 x1 10 1 -1 0,5
201 O —4 1
2 2 0 0
x1 x2 x3 x4
x2 5 0 1 0,125 | -0,25
x1 15 1 0,125 | 0,25 60
401 0 0,5 0
2 2 0 0
x1 x2 x3 x4
2 x2 |20 1 0,25 0 20
0 x4 |60 4 0,5 1 15
40 0,5 0

3.8. Przedstaw w postaci standardowej i macierzowej ZPL

max f(x) = 2x, — x, +4x,

p-w.

x1+3x27x3§8

x1+2x3§4

X, 20,

x,=0,

>
X3_4.

3.9. Rozwiaz metoda Simplex i graficznie ZPL

max f(x) = 2x, + 3x,

p.w.

2x, +3x, < 14

xl—x2§4
3x1—5x22—5
x,20, x,=20
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3.10. Zapisz i rozwiaz zadanie dualne do ZPL:
Max f(x) = 2x, + 2x,

p.-w.
4x1 + 4X2 <80
2x1 - 2x2 <20

x,20,x,>0.

Wskazéwka: Zauwaz, ze zadanie polega na znalezieniu rozwiaza-
nia do zadania 3.7. Por6wnaj rozwiazania. Zauwaz, ze w przypadku mi-
nimalizacji funkcji celu (zadanie dualne) rozwiazanie optymalne jest

woweczas, gdy wskazniki optymalnos$ci sa niedodatnie.

3.11 Znajdz rozwiazanie ZPL:
Max f(x) = 3x, +4x, + X,
p.-w.
6x, ++x, +4x, =12
5x, +5x,-10x, +x, =15
x,20, x,20, x,>20, x,>20, x,>0.

Jak zmieni si¢ rozwigzanie optymalne, jezeli:

0 80 20 0 0 M M wWwW
baza| b yl y2 y3 y4 y5 y6
M| y5 2 4 2 -1 0 1 0 0,5
M | y6 2 4 -2 0 -1 1 0,5
4M | 8M - 80 -20 -M -M 0
baza| b yl y2 y3 y4 y5 y6
80| y1 | 0,5 1 0,5 0,25 0 0,25 0
M | y6 0 0 -4 1 -1 -1 1 0
40 0 -4AM+20 | M-20 -M |-M+20 0
baza| b yl y2 y3 v4 y5 y6
80| y1 | 0,5 1 0,5 0 0,25 0 0,25
0| y3 0 0 —4 1 -1 -1 1 0
-M +
40 0 —60 0 -20 -M 20
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114

a) zysk jednostkowy na wyrobie 3 begdzie wynosit 2? Przeanalizuj

zachowanie si¢ zysku w zalezno$ci od wysokosci zysku na wyro-
bie 3.

b) pierwszego surowca mozna pozyska¢ dwukrotnie wigcej, to jest
24 tony?

¢) nastgpi zmiana wspotczynnikoéw materialochlonnosci w procesie
5 1 wynosi¢ one beda

6
2
zamiast dotychczasowych

1



Rozdzial 4
ZADANIE TRANSPORTOWE PROGRAMOWANIA
LINIOWEGO

4.1. SFORMULOWANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO

Zadanie programowania liniowego moze nastreczy¢ wiele proble-
mow, zwlaszcza czasowych, jezeli jest zadaniem bardzo rozbudowa-
nym. Dlatego dla zadan o wielu warunkach czy wielu zmiennych pro-
ponowane sg algorytmy dajace mozliwos¢ rozwiazania zadania szybciej
1 efektywniej. Do takich zadan zaliczane jest tak zwane Zadanie Trans-
portowe [ZT]. Ma ono bowiem charakterystyczna posta¢, ktora pozwa-
la na dokonanie uproszczen w procesie wyznaczania rozwiazania opty-
malnego. ZT moze by¢ stosowane w wielu sytuacjach zwiazanych z lo-
gistyka dostaw, ale rowniez z okresleniem tras autobusow i czaséw od-
jazdu, zmiana linii itp.

ZT zaktada, ze mamy do czynienia z pewnym jednorodnym towarem
lub grupa towaréw stanowiacych jeden modut transportowy (np. prze-
jazd samochodu ci¢zarowego z transportem wody mineralnej, kurs au-
tobusu na dowolne;j trasie) w okreslonym czasie (np. godziny porannego
szczytu, jeden dzien, tydzien, miesiac). Ponadto zaktadamy, ze w ana-
lizowanym czasie na okreslonym terenie (np. miasto, wojewodztwo,
kraj):

» wystepuje m dostawcow,

» kazdy dostawca dysponuje znanymi zasobami towaru. Pierwszy

dostawca ma a , drugi a,, 1 ostatni a_ (a, > 0) tego samego towaru,

* istnieje n odbiorcow,

* odbiorcy zglaszaja zapotrzebowanie na ten towar odpowiednio

w ilosciach: b, b,, ..., b_ (bj >0),

» okreslone sa wspotczynniki C; okreslajace koszt przewozu jednost-

ki towaru na trasie od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy.
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Problem ZT polega na tym, by wyznaczy¢ wielko$¢ przewozdéw (ma-
cierz o wymiarach m *n 1 o elementach nieujemnych, okreslajacych
wielko$¢ przewozow od kazdego dostawcy do kazdego odbiorcy), aby
ten uktad dostaw zapewnial najnizszy taczny koszt przewozow'.

Jezeli szukana wielko$¢ dostawy od dostawcy i-tego do odbiorcy
j-tego oznaczymy przez X; (=1 .., m;j=1 ..., n), to model w zapisie
programowania liniowego ma nastgpujaca postac:

m n

D> > cyx; — min,

i=1 j=1

przy warunkach:

Zn:xij =a, (@(=1,..,m)

Zn:xij =b, (=1,..,n)

xijzo i=1,...,m; j=1,...,n)

W ZT wymaga¢ bedziemy ponadto zbilansowania® podazy i popytu,
czyli dotaczony zostanie warunek:

n

iaFZ i

i=1 j=1

W powyzszym ukladzie rownan pierwsze m warunkow przedstawia
rozdziat zasobow kazdego dostawcy pomigdzy wszystkich odbiorcow,
nastgpne n warunkow przedstawia bilans dostaw od wszystkich dostaw-
cow do poszczegdlnych odbiorcow, a ostatnia rownos¢ jest zbilansowa-
niem stanu magazynoéw ze stanem potrzeb.

Rozwiazanie powyzszego uktadu nie jest prezentowane w postaci ta-
blicy Simplex, lecz macierzy o m wierszach i n kolumnach, to znaczy:

! Innym rodzajem, wspomnianym dalej, jest zagadnienie minimalizujace czas przewozu
y y

2 Bilansowanie ZT jest pierwszym krokiem w algorytmie.
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Xll X12 e Xln

X = X21 X22 X2n

X X

ml m2 mn

Wspolczynniki funkcji celu (koszty przewozu) maja rowniez postac:

Cll Clz c“'ln

C C C
C — 21 22 2n

le Cm2 Cmn

Wartos¢ funkcji celu jest po prostu suma iloczynéw odpowiednich ele-
mentow obu macierzy, to znaczy

m n
2. D.CiX; -

i=1 j=1

PRZYKLAD 4.1. Zapisz dowolne zadanie transportowe, w ktorym

jest 3 dostawcow 14 odbiorcow.

Problem zadania transportowego mozna napisa¢ w postaci:
Zminimalizuj taczne koszty przewozu pomigdzy dostawcami i od-

biorcami przy nastepujacych danych:

2 3 1 4 200 |

4 3 2 5 300
s 6 3 2 | | 100
200 100 150 150 | | 600 |

gdzie macierza C — kosztow przewozu jest:

w¢E

2 3 1 4
4 3 2 5
5 6 3 2

ktorem dostaw A (trzech dostawcow) jest

200
300
100
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a wektorem odbiorcow B' (czterech odbiorcow)

[ 200 100 150 150 |
Dodatkowo w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu pokazano tacz-
na liczbg towarow. 600 jest rowna suma stanu magazynow i suma popy-
tu zglaszanego przez odbiorcow. Zapis ten oznacza mi¢dzy innymi, ze:
* koszt przewozu jednej jednostki pomigdzy dostawca o numerze 2
1 odbiorca o numerze 3 wynosi 2 (np. 200 zt),
* drugi dostawca dysponuje 300 jednostkami towaru,
* trzeci odbiorca zgtasza popyt w wysokosci 150 jednostek.
Rozwiazaniem zadania bedzie kazda prostokatna macierz o trzech
wierszach i czterech kolumnach, ktora spetnia warunki zadania, czyli na
przyklad rozwiazanie X, bedzie sig rownac:
200 0 0 O

0 100 100 100
0 0 50 50

Kazda prostokatna macierz X o wymiarach m *n i nieujemnych ele-
mentach, spetniajacych ponadto warunki poboczne wynikajace z tre-
$ci zadania, bedziemy nazywali rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
transportowego. Wewngtrzna czg$¢ tablicy pokazanej w przyktadzie bg-
dziemy nazywali macierza kosztow?. Wielkosci zasobow w magazy-
nach: a, ..., a_wypisane sq w ostatniej kolumnie a wielkosci zapotrze-
bowanb , ..., b wypisane w ostatnim wierszu tablicy.

W kazdym zbilansowanym zadaniu transportowym istnieje skonczo-
ne rozwiazanie optymalne. Proces poszukiwania rozwigzan optymal-
nych ogranicza si¢ w algorytmie transportowym do zbioru dopuszczal-
nych rozwiazan bazowych tego zadania. Oznacza to, Ze podobnie jak
poprzednio w ZPL bgdziemy mie¢ zmienne bazowe (ktorych jest m +
n— 1) oraz zmienne niebazowe przybierajace warto$¢ 0. Wynika to stad,
ze w zbilansowanym zadaniu transportowym zesp6l warunkow ograni-
czajacych sktada si¢ z uktadu m + n rownan. Doktadnie jedno, dowolne,
sposrdd tych m + n rownan jest kombinacja liniowa pozostatych. Ozna-
cza to, ze uktad sktada si¢ z m+n-1 réwnan liniowo-niezaleznych. Dla-
tego nalezy zapamigta¢ uwagg:

Uwaga 1. Kazde rozwiazanie bazowe zbilansowanego zadania trans-
portowego ma doktadnie m + n -1 zmiennych bazowych.

3 W alternatywnych zadaniach moze tam by¢ odleglo$¢ (minimalizujemy wowczas sume przebiegow
samochoddow, albo czas, wowczas minimalizujemy czas dostaw.
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4.2. BILANSOWANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO
Zgodnie z uwagami wczesniejszymi, algorytm transportowy wyma-
ga rbwnowagi popytu i podazy, co zapisaliSmy wzorem

Zai = ij .
i=1 =1

Jednakze wiele zadan nie ma a priori spelnionego tego warunku. Dla-
tego pierwszym krokiem jest bilansowanie ZT. Najogolniej mozna na-
pisa¢, iz oznacza ono:

* dodanie ,,wirtualnego” czy ,,fikcyjnego” odbiorcy, gdy w magazy-

nach jest wigcej niz chca dostawcy, lub

* dodanie ,,wirtualnego” dostawcy, gdy popyt przekracza podaz.

W pierwszym przypadku dodajemy kolumng, w ktérej musimy wpi-
sa¢ w ostatnim wierszu (wiersz popytu zglaszanego przez odbiorcow)
liczbg, ktorej dodanie do dotychczasowego popytu spowoduje rowno-
wagg z podaza. W kolumnie macierzy kosztoéw C wpisujemy faktyczne
warto$ci kosztow magazynowania. ,,Wirtualny” odbiorca oznacza bo-
wiem pozostawienie towaru w magazynie®.

PRZYKLAD 4.2. Zbilansuj nastgpujace ZT, wiedzac, ze koszty ma-
gazynowania jednej jednostki towaru wynosza u kazdego dostawcy (w
kazdym magazynie) 5. Co oznacza w tym przypadku wystapienie ,,nie-
zerowego przewozu” do fikcyjnego odbiorcy?

2 3 1 4 200
4 3 2 5 300
5 6 3 2 100

[ 100 150 50 || - ]

Jak tatwo wida¢, w magazynach jest 600 jednostek a odbiorcy chca
jedynie 500. Oznacza to, ze w magazynach pozostanie 100 sztuk. Wpro-
wadzamy dodatkowego ,.fikcyjnego” odbiorceg, ktory potrzebowac be-
dzie 100 sztuk. Woéwczas zadanie jest zbilansowane:

2 3 1 4 5 200
4 3 2 5 5 300
5 6 3 2 5 100

[ 200 100 150 50 100 | [ 600 |

4 Jezeli nie sa znane koszty magazynowania, to w kolumnie wpisujemy 0, jako koszt przewozu
rozumiemy pozostawienie towaru na miejscu, bez ponoszenia kosztow.
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Jezeli w rozwiazaniu bazowym wystapi niezerowy ,,przewdz” na tra-
sie do piatego odbiorcy, to jest to rOwnoznaczne z pozostawieniem to-
waru w magazynie, ktory 6w ,,przew6z” bedzie wykonywal.

PRZYKLAD 4.3. Zbilansuj nastgpujace ZT, wiedzac, ze zaden z od-
biorcow nie jest uprzywilejowany w stosunku do innych.

2 3 1 4 200
4 3 2 5 300
5 6 3 2 100

[ 200 100 150 250 | [ - ]

I w tym przypadku zadanie nie zostato zbilansowane. Tym razem do-
stawcy maja lacznie 600, ale odbiorcy chca 700. Oznacza to, ze nale-
zy wyznaczy¢ fikcyjnego dostawcg. ,,Dostawa” od tego dostawcy ozna-
cza brak towaru u odbiorcy. Przyktadem takiego zbilansowania jest roz-
wigzanie:

2 3 1 4 200
4 3 2 5 300
5 6 3 2 100
o o0 0 O 100

[ 200 100 150 250 | [ 700 |

Odbiorca, ktéry otrzyma towar od czwartego dostawcy, bedzie miat
potrzeby niezaspokojone dostawami. Podaz jest nizsza niz potrzeby”.
Oznacza to, ze ,,przew0z” na tej trasie w rozwigzaniu bazowym jest
réwnoznaczny z brakiem towaru u odbiorcy.

4.3. METODY WYZNACZANIA ROZWIAZAN
WSTEPNYCH

Bilansowanie zadania jest pierwszym krokiem w algorytmie ZT.
Krok drugi, jakim jest znalezienie pierwszego bazowego rozwigzania
dopuszczalnego, jest podobny do szukania standardowego rozwigzania
bazowego w ZPL. W przypadku ZT mamy jednak rownania i wiemy,
ze zadanie jest zbilansowane oraz, Ze ma rozwiazanie. Etap ten polega
na wyznaczeniu pewnego dopuszczalnego rozwigzania bazowego. Roz-
wiazanie to pozwoli na rozpoczegcie algorytmu transportowego.

5 W takim przypadku mozna rowniez proporcjonalnie obnizy¢ popyt, co odpowiada zjawisku
reglamentacji.

120



Istnieje wiele sposobOw wyznaczania wstgpnego rozwiazania bazo-
wego. Celem tych metod jest — wraz z komplikacja — znalezienie roz-
wigzania lezacego blisko rozwigzania optymalnego. W ten sposob eli-
minuje sig iteracje, ktore pozniej trzeba byloby wykona¢, jezeli rozwia-
zanie poczatkowe byloby odlegte od optimum. Dlatego tez ponizej zo-
stang zaprezentowane 3 rézne sposoby szukania pierwszego rozwiaza-
nia bazowego, posiadajacego n + m — 1 wartos$ci réznych od zera®. Z re-
guty pierwsza metoda pozostawia do wykonania najwigcej iteracji.

4.3.1. Metoda kata polnocno-zachodniego [MKPZ)]

Nazwa metody pochodzi od miejsca wyboru kolejnych zmiennych
bazowych. Tablica ZT stanowi tabelg przypominajaca mape. Jak wska-
zuje nazwa metody, przewozami bazowymi staja si¢ te, ktore znajduja
si¢ w gornym wierszu i pierwszej kolumnie z lewej strony. Pierwszym
elementem jest oczywiscie przewoz na trasie od pierwszego dostawcy
do pierwszego odbiorcy. Temu przewozowi nadajemy warto$¢ zgodnie
ze stosowana na kazdym kroku zasada:

X,= min {a, bj},
co oznacza, ze wybieramy mniejsza z wielkos$ci:

+ aktualny stan magazynu i-tego,

« aktualna potrzeba odbiorcy j-tego.

Pierwszy krok oznacza, ze wybieramy dla x, wartos¢ mniejsza
z dwoch: magazyn a,, odbiorca b,. Oznacza to, ze po dokonaniu tego
przewozu mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja:

* pierwszy dostawca juz wigcej towaru nie ma (x, rowna si¢ bowiem a,),

* pierwszy odbiorca juz wigcej nie ma (x,, rtowna sig bowiem b, ).

W pierwszym przypadku nie rozpatrujemy pierwszego wiersza, wpi-
sujac kropki w pozostate trasy. Jednoczesnie zmniejszamy zapotrzebo-
wanie pierwszego odbiorcy. Pierwsza i kolejne iteracje ilustruje przyktad:

PRZYKLAD 4.4. Znajdz startowe rozwiazanie bazowe MKPZ w ZT:

300
200
100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

¢ Czesto zdarza sig, ze rowniez przewo6z bazowy rowna si¢ 0. W takim przypadku to zero jest zerem
bazowym. Jest ono pisane wlasnie jako 0, podczas gdy zera niebazowe oznaczamy kropka e.
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Rozwiazanie zadania ta metoda dogodnie jest prowadzi¢ bez ma-
cierzy kosztow. Dlatego pozostawiono w jako wolne miejsce uzywa-
ne zwykle do zapisania macierzy kosztow. Startowe rozwigzanie w tym
przypadku nie zalezy bowiem od wysokosci kosztéw a jedynie od usta-
lenia pierwszej trasy przewozu. W MKPZ nie uwzglgdnia si¢ w pierw-
szym rozwiazaniu kosztow. Zgodnie z zapisem wybieramy minimum
z liczb a, = 300 oraz b, = 200. Przewoz na trasie X, jest zatem rowny
200. Pokazuje to nastgpujacy uktad:

200 100
XP= ° 200
° 100

[ e 200 100 100 ][ 400 |

Po otrzymaniu 200 jednostek od pierwszego dostawcy, odbiorca
pierwszy nie chce wigcej towaru. Dlatego w dolnym wierszu znajduje
si¢ kropka. W pierwszym magazynie jest jeszcze do dostarczenia innym
odbiorcom 100 jednostek. W kolejnym kroku rozpatrujemy cz¢$¢ ma-
cierzy bez elementow bazowych (juz wypetionych) oraz bez elemen-
tow z kropkami. Przew6z spehniajacy warunek kata pdéinocno zachod-
niego odpowiada trasie od pierwszego dostawcy do drugiego odbior-
cy. Kierujac sig ta sama zasada wybieramy minimum z liczb a,'=100
oraz b '=200. Zatem x ,= 100. Tym razem przewéz oznacza brak to-
waru w magazynie 1. Dlatego zostaty w pierwszym wierszu zaznaczo-
ne kropki:

200 100 e ° °
XIB = ° 200
° 100

[ e 100 100 100 | [ 300 |

Drugi odbiorca chce jeszcze 100 jednostek towaru. Po tej operacji
kat pétnocno zachodni oznacza przewo6z na trasie od drugiego dostaw-
cy do drugiego odbiorcy. Kolejne, dokonane w sposob identyczny kroki
pokazano w tabelach ponize;j:

200 100 e ° °
XIB = e 100 100
° ° 100

[ e e 100 100 |[ 200 ]
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nastgpnie:

200 100 e ° °
XIB = e 100 100 e °
° ° 100

[ e e 0 100 ][ 100 |

W tym przypadku 100 jednostek posiadat zar6wno magazyn 2 jak
i chcial odbiorca 3. Wpisanie przewozu x,,=100 pociagngto za soba wpi-
sanie kropek w wierszu drugim. Nie jest jednak mozliwe wpisanie jed-
noczes$nie kropek zarowno w wierszu jak i w kolumnie’. Dlatego trze-
ci odbiorca chee jeszcze 0 jednostek. Trasa ta oczywiscie nie bgdzie ob-
stugiwana, jezeli nie wzro$nie stan magazynu drugiego i zapotrzebowa-
nie trzeciego odbiorcy.

Kolejne kroki daja nastgpujace rozwiazanie:

200 100 e ° °
XIB = e 100 100 e °
° ™ 0 100 100

|:o ° olOO][o]

Jest to startowe rozwiazanie bazowe uzyskane MKPZ.

4.3.2. Metoda minimalnego elementu macierzy kosztow
[MMEMK]

Podobnie do poprzedniej metody bedziemy dla okreslenia warto$ci
przewozu bazowego x; korzystali z minimum a, oraz b, Tym razem
przewdz bazowy bedzie wybierany wedtug kolejnego minimalnego ele-
mentu macierzy kosztéw. Metoda zostanie pokazana na przyktadzie:

PRZYKLAD 4.5. Znajdz startowe rozwiazanie bazowe MMEMK w ZT:

4 5 3 4 300
3 I 6 2 200
2 4 2 3 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |
W pierwszym kroku szukamy trasy z minimalnym kosztem przewo-

7 W przeciwnym przypadku nie bgdzie ntm-1 elementow bazowych. W powyzszym przypadku jeden
bazowy element bedzie rowny 0. Mowimy wowczas o rozwigzaniu zdegenerowanym, czyli takim, w
ktorym zeru rowna sig przewoz bazowy.
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zu towardw. Chcemy, by na trasach o minimalnych kosztach byl maksy-
malny mozliwy przew6z. Dla podanej tabeli najtaniej wozi sig¢ na trasie
od drugiego dostawcy do drugiego odbiorcy, gdyz ¢, = 1. Znajdujemy
minimum z a, i b,. Zatem x_,= 200. Podobnie do poprzedniego przypad-
ku wpisujemy kropki w wierszu drugim oraz zero u drugiego odbiorcy.
Tablica wyglada nastepujaco:

300 4 5 3 4 300
e 200 e ° ° 3 + 6 2 °
100 2 4 2 3 100

[ 200 0 100 100 ][ 400 ][ 200 0 100 100 | [ 400 |

Po skresleniu elementéw drugiego wiersza minimalny element to
C,, = ¢,; = 2. Wybieramy (zgodnie z poprzednia zasada) element z le-
wej tablicy. Przewoz od trzeciego dostawcy do pierwszego odbiorcy
x,,= 100. Daje to w konsekwencji zmiany:

300 4 5 3 4 300
e 200 o ° ° 3 1+ 6 2 °
100 e ° ° ° 2 4 2 3 °

[ 100 0 100 100 ][ 300 ][ 100 0 100 100 ][ 300 |

Ostatni wiersz wypelniamy zgodnie z ta sama zasada. W wyniku tych
operacji otrzymamy startowe rozwigzanie bazowe MMEMK:

100 0 100 100 °
e 200 o ° °
100 e ° ° °

I:....:II:.:I

Latwo widag¢, ze jest szes¢ wyrdznionych elementéw, co odpowiada
réwnosci n+m-1.

MMEMK jest najbardziej zblizona do praktycznego sposobu usta-
lania przewozéw. W praktyce uwzglednia si¢ bowiem koszty przewo-
zu ¢,. Moze sig jednak zdarzy¢, ze poczatkowy wybor niskiego kosztu
pociaga za soba wysoki koszt w nastgpnym czy koncowym przewozie.
Dlatego tez ponizej pokazano jedna z tych metod, ktore uwzgledniaja
wybor warunkowy, uwzgledniajacy oddziatywanie na wyboér kolejnych
zmiennych bazowych w procesie obliczeniowym.
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4.3.3. Metoda VAM* [VAM]

Metoda VAM daje mozliwo$¢ warunkowego wyboru tras przewozo-
wych, kierujac si¢ nie tylko minimalnym kosztem w danej iteracji ale
takze ewentualnymi kosztami przyszlymi. Sposob postgpowania przy
wyborze wielkosci przewozow jest bardzo podobny do obu poprzednich
metod. Inne jest jedynie kryterium wyboru trasy.

Wybdr trasy (zmiennej bazowej) odbywa si¢ w nastgpujacy sposob:

1. Dla kazdego wiersza i dla kazdej kolumny macierzy kosztow C

oblicza si¢ réznice migdzy dwoma najmniejszymi elementami
tego wiersza lub tej kolumny. Tak obliczone rdznice zapisujemy
obok wierszy i kolumn,

2. Wybieramy wiersz lub kolumne, dla ktorej réznica jest najwigksza,

3. Jako trasg¢ wyrdzniong (zmiennga bazowa) przyjmuje si¢ tg, kto-

rej odpowiada najmniejszy spos$rod elementow wybranego wier-
sza lub kolumny

4. Wybranej trasie przydzielamy mozliwy przewoz X; = max {a, bj}

Tg procedurg kontynuujemy az do momentu znalezienia pierwszego
rozwiazania startowego. Warto zauwazy¢, ze 1 w tym przypadku kieru-
jemy si¢ czgsto zasada przyjeta w MKPZ, mowiaca, iz w przypadku gdy
najwigksza roznica odpowiada kilku wierszom i1 kolumnom, woéwczas
wyrozniamy najwyzej lezacy wiersz, a sposrdd kolumn tg, ktora jest
wysunigta najbardziej w lewo. Zasada ta wynika z przedstawionej jako
pierwsza Metody Kata Polnocno-Zachodniego. Porzadkuje ona sposob
postgpowania, chociaz nie ma wptywu na szybkos$¢ znajdowania roz-
wigzania optymalnego.

PRZYKLAD 4.6. Znajdz startowe rozwiagzanie bazowe metoda VAM
dla ponizszego ZT:

4 5 3 4 300
3 1 6 2 200
2 4 2 3 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Wygodnie jest, tak jak poprzednio, poprowadzi¢ algorytm przy po-
mocy dwoch macierzy. W pierwszej bedzie rozwiazanie a w drugiej ob-
liczanie r6znic. W pierwszym kroku maksymalna roznica wystgpuje

8 Nazwe tworza pierwsze litery tytutu tej metody w jezyku angielskim: Vogel's Aproximation Metod,
ktorej autorem byt W.R.Vogel
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w drugiej kolumnie. Dlatego minimalnemu elementowi w tej kolumnie
przyporzadkujemy wartos¢ 200:

300 4 5 3 4 1 300
e 200 o o ° 3 1 6 2 1 200
100 2 4 2 3 |0 100

I 3 1

[200 0 100 100 | [ 400 ][ 200 200 100 100 | [ 600 |

W kolejnej iteracji szukamy rdéznic, ale nie uwzgledniamy juz skre-
Slonych elementdw macierzy kosztow. Maksymalna réznica jest po-
jawiajaca si¢ wielokrotnie 1. Zgodnie z zasada wybieramy pierwsza
kolumng, w ktdérej minimalnym elementem jest 2, lezace na trasie po-
miedzy trzecim dostawca a pierwszym odbiorca.

300 4 5 3 4 1{ 300

e 200 o ° ° 3 1+ 6 2 200

100 e ° ° ° 2 4 2 3 0] 100
2 1 1 1

[100 0 100 100 ] [ 300 ][ 200 200 100 100 | [ 600 |

W kolejnej iteracji otrzymujemy rozwiazanie bazowe:

200 e 100 e ° 4 5 3 4 10| 300
e 200 e O ° 3 + 6 2 1] 200
0 e e 100 ° 2 4 2 3 1] 100

1

[ e o o o |[ o] [2(1)0 200 100 100 | [ 600 |

4.4. OBLICZANIE WSKAZNIKOW OPTYMALNOSCI
METODA POTENCJALOW

Rozwiazanie bazowe uzyskane dowolna, przedstawiona powyzej,
metoda jest pierwszym dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym (w ZPL
odpowiada mu rozwigzanie standardowe). Nalezy zatem sprawdzi¢, czy
jest ono optymalne, a jezeli nie to nalezy zaproponowa¢ schemat znale-
zienia rozwigzania sasiedniego, zmniejszajacego warto$¢ funkeji celu.

O optymalno$ci danego rozwiazania bazowego decyduja wartosci
wskaznikow optymalnos$ci obliczone dla tego rozwiazania. Wskazniki
dla zmiennych niebazowych zestawiane sa w formie macierzy, zwanej
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macierza ,,zerowq”. Uzyskujemy ja, jako macierz ktorej elementy wyli-
czone sa Z WZoru:

kij =2,—C;=— (cij +u + Vj) i=1,..,m; j=1,..,n).

gdzie u; oraz v, sa tak zwanymi potencjatami, przyporzadkowanymi
wierszom (u,) oraz kolumnom (v). Sa to dowolne liczby rzeczywiste
(catkowite) tak dobrane, aby wspotczynniki przy zmiennych bazowych
W ponizszym réwnaniu spetniaty warunek:

cij+ui+Vj=0 (i,j)) € B
gdzie: B jest zbiorem tras bazowych rozwiazania X .

ROZ\‘NlaCZS%Ille. X, jest optymalne, _]eZ?h wgzystkle? e'lementy macierzy
zerowej sa nieujemne’. Natomiast rozwiazanie X, nie jest rozwiazaniem
optymalnym, gdy dla co najmniej jednej zmienne;j X, !

k,=c,tu+v <0

W przypadku, gdy jaki§ wskaznik optymalno$ci (element macierzy
zerowej) jest ujemny, nalezy wprowadzi¢ do bazy nowy przewo6z i jed-
noczesnie jeden z dotychczasowych przewozow wyrugowac z bazy. Do
bazy w nastgpnym rozwiazaniu bazowym wchodzi przewdz wyznaczo-
ny przez ujemny wskaznik optymalnosci o najwigkszej wartosci bez-
wzgledne;j.

Do wyznaczenia szukanych wartosci potencjatéw u, (jest ich m) oraz
wartosci potencjalow \z (jest ich n) nalezy rozwiaza¢ uktad m + n — 1
rownan. Zadne z rownan tego ukladu nie jest kombinacja liniowa in-
nych rownan tego uktadu. Liczba rdwnan jest o jeden mniejsza od licz-
by niewiadomych, a zatem jest to uklad rownan o jednym stopniu swo-
body. Tak wigc istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan uktadu, chyba,
ze zostanie wybrana warto$¢ ktorejkolwiek zmiennej. W takim przypad-
ku uktad bedzie miat jednoznaczne rozwiazanie. W praktyce jednej ze
zmiennych (potencjatow) bedziemy przyporzadkowywaé wartos¢ zero.
Pozwoli to na wyliczenie pozostatych potencjatéw i w dalszej kolejno-
$ci macierzy zerowe;.

PRZYKLAD 4.7. Sprawdz czy startowe rozwiazanie bazowe uzy-
skane metoda VAM dla ZT jest optymalne:

®  Wynika to z faktu przeciwnego znaku w elementach macierzy zerowej i wskaznikow optymalnosci w
programowaniu liniowym. Z tego wzglgdu, iz w ZT mamy do czynienia z minimalizacja, wskazniki
(poza bazowymi) powinny by¢ dodatnie, by istniato optimum (nieujemne, by istniaty optima).
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4 5 3 4 300
3 6 2 200
2 4 2 3 100

—_—

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Uzyskane w przyktadzie 5 startowe rozwigzanie bazowe mialo po-
staé:

200 e 100 e 300
e 200 e O 200
0 e e 100 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

W pierwszym kroku liczy si¢ potencjaty, przyjmujac jako zero ten
potencjat, ktory wystepuje najczesciej. W powyzszym przypadku dwu-
krotnie wystepuje kilka potencjatéw, dlatego tez wybrany zostanie po-
tencjal dla pierwszego wiersza. Przewozy bazowe zostaty zaznaczone
ciemniejszym tlem. Z sumy ¢, + v, +v, = 0 tatwo wyznaczy¢ potencjat
w pierwszej kolumnie (—4) oraz w kolumnie trzeciej (-3),

4 5 3 4 0
3 1 6 2

2 4 2 3

—4 -3

Wynika to z faktu, iz podstawiajac dwukrotnie do rownania:

%+q+w=0
potencjat (u, = 0) oraz koszt przewozu, mozemy wyliczy¢ drugi poten-
cjak:

4+0+v, =0 3+0+v,=0.

W rzeczywisto$ci rachunek ten nie odbywa si¢ przez rozwiazywa-
nie rOwnan, lecz przez wyliczenie w pamigci wartosci potencjatu, by
suma przedstawiona rGwnaniem byta rowna zeru. W nastgpnej kolejno-
$ci mozna wyznaczy¢ potencjat u, z rownania:

¢, tu+v =0

Oczywiscie u, = 2.
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W dalszej kolejno$ci wyznaczy¢ mozna v, = -5, a przy jego pomocy
u, = 3. Za pomoca tego ostatniego potencjalu mozna wreszcie wyzna-
czy¢ v, = -4. Tablica z potencjatami wyglada zatem:

4 5 3 4 0

3 1 6 2 3

2 4 2 3 2

-4 4 -3 -5

Na podstawie wyliczonych potencjalow i macierzy kosztéw wyzna-

czy¢ mozna wszystkie elementy macierzy zerowej. Zostaly one przedsta-
wione w tabeli ponizej. Wystgpowanie elementdw ujemnych w macie-
rZy Zerowej oznacza, ze rozwiazanie nie jest optymalne. Do bazy w na-
stegpnym rozwiazaniu bazowym wchodzi przew6z o ujemnym wskazni-
ku optymalnosci i najwigkszej warto$ci bezwzglednej tego wskaznika.

° 1 o 1 0
2 ° 6 ° 3
o 2 1 ° 2
-4 4 3 -5

Kazdy element zostat wyznaczony z wzoru:

kl.j =c;tu tv,

Elementy bazowe sa oczywiscie rowne zero, a dla ich wyrdznienia
zostaly przedstawione w formie kropek. Jak tatwo wida¢ jeden element
W macierzy jest ujemny, co oznacza, Ze rozwiazanie nie jest optymalne.
Metodg szukania sasiedniego rozwiazania pokazano w nastepnej czgsci.

4.5. SZUKANIE ROZWIAZANIA OPTYMALNEGO
PRZY POMOCY METODY GRAFOW I POTENCJALOW

Jak wczesniej napisano, w rozwigzaniu bazowym wystepujen+m— 1
elementéw. Do kolejnego rozwiazania musi wejs¢ element, ktérego
wskaznik optymalnosci jest ujemny. Aby zachowac te¢ sama liczbg ele-
mentow bazowych nalezy jeden z dotychczasowych bazowych elemen-
tow wyrugowac z bazy. Wygodnie jest to robi¢ za pomoca grafu. Wcze-
$niej poznamy kilka uzytecznych definicji.
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Parg¢ wskaznikéw (i,j) dowolnego elementu a macierzy przewozow
A, bedziemy nazywali weztem (i,j) tej macierzy. Wezet (i,)), odpowia-
dajacy przewozowi X; okresla miejsce w macierzy przewozow A. We-
zty w wierszu lub kolumnie wyznaczaja linie. Zbior weztow {(i,j): j =1,
..., n} bedziemy nazywali i-ta linia pozioma macierzy A, a zbior {(i,j):
1=1, ..., m} —j-ta linia pionowa tej macierzy.

Zbior weztdow wyrdznionych w rozwigzaniu macierzowym nazywa-
my zbiorem spdjnym, jezeli dowolne dwa wezty zbioru mozna pola-
czy¢, taczac wezly w liniach (wierszach lub w kolumnach). Zbior nie
jest spdjny, gdy chociaz jeden wezel jest izolowany, to znaczy, ze nie
mozna go potaczy¢ odcinkiem w danej linii z drugim we¢zlem, tak jak
ponizej izolowany jest wezet (1, 3). Pozostate wgzty mozna potaczy¢
w linii odcinkami. Odcinki nie moga przebiega¢ ukosnie.

[

. [

Cykl to zbioér odcinkoéw taczacych wezly, tworzacy droge zamknigta,
ztozona z weztow 1 to takich, ze z danej linii moga wchodzi¢ do cyklu
dwa albo zero weztow. Cykl zostat pokazany ponize;j:

[

Latwo jest zauwazy¢, ze wskazniki zmiennych bazowych kazdego
dopuszczalnego rozwiazania bazowego X, wyznaczaja zbior weztow
m+n—1 elementowy, ktory jest spdjny i nie zawiera cyklu. Dotozenie
do rozwiazania bazowego jednego wezta powoduje, ze ma ono m + n
elementow i zawiera cykl.

PRZYKLAD 4.8. Pokaz graf rozwiazania bazowego z przyktadu 6
oraz cykl po dodaniu przewozu (1, 4)

Rozwiazanie bazowe o n + m —1 elementach, uzyskane metoda VAM
mialo postac:

200 e 100 e 300
e 200 o 0 200
0 e e 100 100
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[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Graf tego rozwiazania nie tworzy cyklu:

| JE 3 300
o—p 200
° ° 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Do bazy w nastgpnym rozwigzaniu bazowym wchodzi przewoz
o ujemnym wskazniku optymalnosci 1 najwigkszej wartosci bezwzgled-
nej tego wskaznika. Jednak dotozenie wezta (1, 4) powoduje, ze powsta-
je cykl. Oczywiscie zawiera on jedynie elementy narozne, czyli w sktad
cyklu nie wchodzi wezet (1, 3) 1 nie wchodzi wezet (2, 4):

° 300
I ° J 200
100

[ 200 200 100 100 |[ 600 ]

Wraz z dotozeniem wezta (1, 4) nastapil wzrost liczby elementow
do n + m, co oznacza, Zze rozwiazanie bazowe uzyska sig, po usunig-
ciu jednego z elementdw dotychczas bazowych. Wykorzystamy w tym
celu graf. Nowe rozwiazanie bazowe X', sasiednie wzgledem rozwiaza-
nia dotychczasowego X uzyskujemy poprzez przyjgcie pewnej warto-
$ci dodatniej (nieujemnej) przez zmienna wchodzaca do bazy. Wartos¢,
ktéra przyjmuje zmienna jest okreslona warunkami:

* 7 bazy wychodzi jedna zmienna,

* przewozy musza by¢ nieujemne.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze wzrost przewozu na jakiej$ trasie oznacza
spadek przewozow do innego odbiorcy w tej samej linii. Dlatego mo-
zemy wyrozni¢ poteykl dodatni i potcykl ujemny. Wartos$¢ jaka nada-
my wchodzacemu do bazy przewozowi jest rtowna minimalnej warto$ci
z p6étcyklu ujemnego (wielkos¢ przewozow zmniejsza si¢ 1 jeden sta-
je si¢ zerem niebazowym). O t¢ sama warto$¢ wzrasta kazdy element
w potcyklu dodatnim. W przypadku, gdy wybor wezta nie jest jedno-
znaczny (np. dwa elementy w macierzy zerowej maja t¢ sama warto$¢
ujemna), jako nowy wezel bazowy przyjmujemy ten, ktory ma mniejszy
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pierwszy wskaznik (lezy w wyzszym wierszu). Gdy elementy sa w tym
samym wierszu, powyzsza zasadg przenosimy na drugi wskaznik.

W przypadku, gdy najmniejsza wartos¢ w potcyklu ujemnym ma
wigcej niz jeden przewoz, nastgpuje sytuacja, w ktorej przewozem ba-
zowym przestaje by¢ pierwszy z zerujacych si¢ przewozow. Pozosta-
fe stanowia przewozy zerowe, to jest takie, ktore wystapia w rzeczywi-
stosci, gdy wzro$nie zasob towar6w w magazynach 1 potrzeby odbior-
cow. W przypadku, gdy rozwiazanie bazowe zawiera przewozy zerowe,
méwimy o jego zdegenerowaniu. Oznacza to, ze przewozy zerowe mu-
sza wystapi¢, by w bazie pozostalo n + m — 1 elementéw (jeden prze-
woz wchodzi, jeden moze wyj$¢ z bazy), ale oczywiscie nie wystgpuja
one w rzeczywistosci.

PRZYKLAD 4.9. Znajdz rozwiazanie optymalne ZT z przyktadu 5.
Rozwiazanie bazowe o n + m —1 elementach, uzyskane metoda VAM
miato postac:

200 e 100 e 300
e 200 e O 200
0 e e 100 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

A macierz zerowa tego rozwiazania wyliczona poprzednio wyglada:

° 1 o -1 300
2 ° 6 ° 200
° 2 1 ° 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Po dodaniu wezta (1, 4) cykl tworza wezty (1, 1), (1, 4), (3, 4) oraz
(3, 1):

° 300
I ° 3 200
100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Potcykl dodatni tworza wezly (1, 4) oraz (3, 1), natomiast wezty
(1, 1) oraz (3, 4) tworza poétcykl ujemny. Minimalny przewoz w potcy-
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klu ujemnym wynosi 100 i odpowiada weztowi (3, 4). Oznacza to, ze
kolejne rozwiazanie (w czgsci poza cyklem nie dokonuje si¢ zmian) bg-
dzie miato postac:

100 e 100 100 300
e 200 e 0 200
100 e ° ° 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Potencjaty w tym rozwiazaniu, przy przyjeciu ul = 0, wygladaja jak
zostalo przedstawione ponizej:

4 5 3 4 0
3 1 6 2 2
2 4 2 3 2
-4 3 3 4
A macierz zerowa:
° 2 ° ° 0
1 ° 5 ° 2
° 3 1 1 2

4 3 3 -4

nie zawiera elementéw ujemnych, co oznacza, ze jest to rozwigzanie
(system przewozow) optymalne. Laczny koszt przewozdéw wynosi:
400 + 300 + 400 + 200 + 200 co jest rowne 1500. Sredni koszt przewo-
zu jednej jednostki wynosi zatem 2,5.

4.6. WARUNKI NAKEADANE NA ROZWIAZANIE

W zadaniu transportowym o moga wystapi¢ takie sytuacje, jakie zda-
rzaja si¢ czgsto w zyciu. Niektore trasy sa niedopuszczalne, niekiedy
nalezy przewiez¢ co najmniej jakas parti¢ towardw, a innym razem nie
wigcej niz ustalone w kontrakcie. Sytuacje te stanowia pewne wzboga-
cenie Zadania Transportowego.

4.6.1. Trasy niedopuszczalne

Kiedy w momencie formutowania zadania transportowego mamy
informacjg, 1z okre$lone polaczenie pomigdzy i-tym dostawca a j-tym
odbiorca nie moze by¢ rozwazane, wowczas w rozpatrywanym zadaniu
wystepuja trasy niedopuszczalne. Oznacza to, ze zmienna X; okreslaja-
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ce wielko$¢ przewozow na niedopuszczalnej trasie nie moze wej$¢ do
bazy. Nie mozna, by nie narusza¢ warunkow zadania, w sposob sztucz-
ny wyeliminowac¢ przewozow na jakiejs trasie. Robi sig to poprzez usta-
lenie wysokich kosztow przewozu na danej trasie. Podobnie, jak w pro-
gramowaniu liniowym stosowana jest metoda kar, tak i w ZT dokonuje
si¢ modyfikacji funkcji celu, czyli macierzy kosztow przewozu.

W zadaniach transportowych mamy do czynienia z minimalizacja
kosztow przewozu. Dlatego zmienne sztuczne zostana wprowadzone do
macierzy kosztow ze wspolczynnikami rownymi liczbie M, gdzie M
jest odpowiednio duza liczba dodatnig. Wielko§¢ M dobierana jest tak,
by kazdemu rozwiazaniu bazowemu, w ktérym przynajmniej jedna ze
sztucznych zmiennych przyjmuje warto$¢ dodatnia, koszty przewozu
byty wigksze, niz rozwigzaniu, w ktérym wszystkie sztuczne zmienne
sa rowne zeru. W praktyce jako M wystarczy przyja¢ liczbg nie mniej-
sza od wielkosci réwnej potrojonemu iloczynowi najwigkszej wartosci
wspotczynnika C;

PRZYKLAD 4.10. Zaproponuj uktad wspotczynnikdéw w macierzy
kosztow, wiedzac, ze pierwszy dostawca nie moze dostarcza¢ do dru-
giego odbiorcy, a drugi dostawca nie moze dostarcza¢ do czwartego od-
biorcy. Macierz kosztéw na trasach dopuszczalnych a takze wielkos$¢
podazy 1 popytu przedstawia tabela:

2 e 1 3 300
4 2 2 e 200
0 3 3 5 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

W zwiazku z tym, ze trasy wykropkowane sa niedopuszczalne, a do
metody potencjatow konieczne s wszystkie trasy, proponuje si¢ wsta-
wienie w miejsce kropek kar w wysokosci trzykrotnej wielkos$ci naj-
wyzszego elementu macierzy kosztéw {5}. Zadanie bgdzie miato po-
stac:

2 15 1 3 300
4 2 2 15 200
o 3 3 5 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |
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[ rozwiazuje si¢ je w sposOb opisany wczesniej.

Przyktadem zadania z niedopuszczalnymi trasami, jest niezbilanso-
wane zadanie transportowe, w ktérym ktory$ dostawca nie ma maga-
zynu. Wowczas fikcyjny odbiorca, jakim jest faktycznie sam magazyn
nie moze przyjac (zostawi¢ sobie) towaru. Moze si¢ rowniez zdarzyc¢,
ze ktorys$ dostawca moze sktadowac tylko czes¢ oferowanych towarow.
Pojemno$¢ magazynu okresla wiasnie t¢ czg$€. Jest to przyktad zadania
taczacego trasy niedopuszczalne z zadaniem z ograniczona przepusto-
woSscia tras.

4.6.2. Ograniczona przepustowos¢ tras

Zadanie polega na uwzglednieniu warunkoéw postaci: co najmniej, co
najwyzej, nie wigcej niz, nie mniej niz itp. Mowiac inaczej chodzi o to,
aby zapewni¢, zeby w rozwiazaniu optymalnym nadwyzka zasobow
u i-tego dostawcy, (ktora moze pozosta¢ w magazynie), nie przekroczy-
ta zatozonej wielkosci (pojemnosci magazynu). Innym przyktadem jest
podpisanie kontraktu na zasadzie ,,bierz wigcej niz” czy tez ,,bierz lub
pta¢”. Warunki te traktujemy jako rownowazne zatozeniu, ze i-ty do-
stawca musi wysta¢ z gory co najmniej zadang ilo$¢ towaru. W zwiazku
z tym zasoby u i-tego dostawcy dzielimy na dwie czgsci, z ktorych jed-
na a’, oznacza tg ilo$¢, ktora dostawca musi wystac, a druga a”, moze
pozosta¢ u niego w charakterze zapasu. W zapisie zadania nastgpuje za-
stapienie w tablicy danych wyjsciowych dostawcy dwoma poddostaw-
cami i 'oraz i ”. State pozostaja koszty ¢, do wszystkich odbiorcéw poza
odbiorca fikcyjnym, dla ktorego koszt bedzie trzykrotnoscia najwyzsze-
go z kosztow w macierzy.

Problemem moze by¢ zbudowanie tablicy wyjsciowej zadania trans-
portowego z ograniczong przepustowoscia tras. Nalezy bowiem rozbic¢
dostawcow lub odbiorcoéw tak, by po rozbiciu spetniony zostal natozony
warunek. W takim przypadku pojawi si¢ zapewne rowniez niedozwolo-
na trasa. Pokazano to na przykladzie, ktory przedstawia zastosowanie
calego algorytmu transportowego'’:

PRZYKLAD 4.11. Znajdz Metoda KPZ startowe rozwiazanie bazo-
we ZT i rozwiaz zadanie, wiedzac, ze pierwszy dostawca nie moze do-
starcza¢ do drugiego odbiorcy, drugi dostawca nie moze dostarcza¢ do

1% Innym problemem w Zadaniu Transportowym jest minimalizacja czasu przewozu. Wowczas zamiast
kosztow przewozu wystgpuja czasy przewozu na trasach. Algorytm jest bardzo podobny do pokazanego
dla zwyktej postaci ZT.
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czwartego odbiorcy, trzeci dostawca musi co najmniej 50 jednostek do-
starczy¢ do trzeciego odbiorcy. Pozostate warunki zostaty wraz z kosz-
tami przewozu na trasach dopuszczalnych przedstawione w tabeli kosz-
tow ponizej:

2 e 1 3 300
4 2 2 e 200
o 3 3 5 100

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

W pierwszym kroku budujemy wilasciwa tablice. Latwo jest zastapic
punkty kosztami, gdyz w ich miejsce wstawia si¢ liczbg 15.

2 15 1 3 300
4 2 2 15 200
0o 3 3 5 100

[ 200 200 100 100 ][ 600 |

Trzeci dostawca musi co najmniej 50 dostarczy¢ do trzeciego odbior-
cy. Oznacza to, ze mamy dwie mozliwos$ci: rozbi€ trzeciego dostawcg na
dwodch poddostawcdw 1 odpowiednio zmodyfikowac macierz kosztow:

2 15 1 3 300
4 2 2 15 200
° ° 3 ° 50
0 3 3 5 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |
lub druga mozliwo$¢ rozbicie trzeciego odbiorcy na dwoch:

2 15 1 o 3 300
4 2 2 e 15 200
o 3 3 3 5 100

[ 200 200 50 50 100 | [ 600 ]
Rozwiazmy wariant pierwszy. Startowe rozwiazanie bazowe wyglada:

200 100 o o 300
e 100 100 e 200
° ° 0 50 50
° ° e 50 50
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[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Latwo wida¢, ze rozwiazanie to nie jest rozwigzaniem dopuszczal-
nym, gdyz zawiera przewoz przez wezet (3, 4). Macierz kosztow (wraz
z potencjatami) wynosi:

2 15 1 3 0
4 2 2 15 |13
I5 15 3 15 |12

0 3 3 5 22
-2 =15 -15 27

A macierz zerowa, bedaca suma odpowiednich potencjatéw 1 ele-
mentéw macierzy kosztow ma w tym przypadku postac:

e o 14 -24
15 e ° 1
25 12 e e
20 10 10 e

Do bazy wejdzie wezet (1, 4). Cykl bedzie mial postac:

200 100 e ° 300
e 100 100 e 200
° ° 0 50 50
° ° e 50 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Minimalne sposrod poteyklu ujemnego min {50, 100, 100} jest 50.
Dlatego kolejne rozwiazanie uwzglednia wzrost o 50 elementdéw nale-
zacych do potcyklu dodatniego i mniejsze o 50 elementy nalezace do
potcyklu ujemnego. Rozwiazanie bazowe ma postac:

200 50 e 50 300
e 150 50 e 200
° e 50 o 50
° ° e 50 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Ktore jest pierwszym dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym. Nie
wystepuja w bazie elementy reprezentujace trasy niedopuszczalne. Ma-
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cierz kosztow z potencjalami wynosi:

2 15 1 3 0
4 2 2 15 |13
15 15 3 15 |12
o 3 3 5 -2
-2 -15 -15 3

A macierz zerowa;:

° e 14 o
15 e o 24
25 12 e 24
—4 —-14 —-14 e

Kolejne rozwiazanie, uwzgledniajace cykl ztozony z weztow: (1,2),
(1,3),(2,2), (2,3):

200 0 50 50 300
e 200 e ° 200
° e 50 o 50
° ° e 50 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

I macierz kosztow z potencjatami:

2 15 1 3 0
4 2 2 15 |13
15 15 3 15 |2
0 3 3 5 -2

-2 -15 -1 -3
A macierz zerowa posiada elementy ujemne, dlatego do bazy wej-
dzie wezet (4, 2):

e o o o
15 e 14 24
11 2 e 10
-4 -14 0 e

Rozwigzanie, uwzglednia cykl utworzony z weztow: (1,2), (1,4),
(4,4), (4,2) i wynosi:
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200 e 50 50 300

e 200 o ° 200
° e 50 o 50
° 0 e 50 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Ktory ma taki sam koszt przewozu, a macierz kosztow z potencjala-
mi wyglada:

2 15 1 3 0
4 2 2 15 |-
15 15 3 15 |2
0 3 3 5 -2

-2 -1 -1 3

A macierz zerowa wyglada nastgpujaco:

° 14 e °
1 ° 0 11
11 12 e 10

-4 ° 0 °

Co oznacza, ze w dalszym ciagu nie jest to rozwiazanie optymalne.
Wystepuje element ujemny reprezentujacy wezet (4,1). Rozwiazanie, po
wprowadzeniu trasy (4,1) wyglada nastgpujaco:

150 e 50 100 300
e 200 e ° 200
° e 50 e 50
50 0 ° [ 50

[ 200 200 100 100 | [ 600 |

Nastgpna macierz kosztow z potencjatami:

2 15 1 3 0
4 2 2 15 3
15 15 3 15 |2
o 3 3 5 2

-2 -5 -1 3

I macierz zerowa:

139



e 10 e °
5 ° 4 15
11 10 e 10
(] ° 4 4

Nie ma ona juz elementéw ujemnych, co oznacza, ze jest to pojedyn-
cze rozwiazanie optymalne. Jak latwo wida¢, rozwiazanie ostatnie spet-
nia wszystkie natozone warunki.

ZADANIA DO ROZDZIALU 4

4.1. Znajdz startowe rozwiazanie bazowe ZT wykorzystujac MKPZ,
MME i VAM. Ile wynosi koszt przewozu w przypadku tych rozwigzan?

dostawcy
5 4 3 4 80
4 3 2 3 60
3 3 1 2 60
| odbiorcy | 40 50 40 70

4.2. Znajdz optymalny uktad dostarczenia towaréw od dostawcow do
odbiorcow, jezeli koszty transportu reprezentuje nastgpujaca macierz:

dostawcy
1 2 4 3 70
2 3 2 3 20
3 2 1 4 40
| odbiorcy | 40 30 40 20

Jak zmienia sig koszt transportu w kolejnych rozwiazaniach?

4.3. Znajdz optymalne rozwiazanie zagadnienia transportowego,
startujac od rozwiazania uzyskanego metoda MMEMK, wiedzac, ze
czwarty odbiorca musi otrzymac¢ co najmniej 60 jednostek towaru, w
tym co najmniej 20 od pierwszego dostawcy:

dostawcy
2 3 4 4 60
4 5 5 1 70
4 5 5 3 70
| odbiorcy | 50 50 50 100
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4.4. Rozwiaz zadanie transportowe, startujac od rozwiazania bazo-
wego uzyskanego MNEMK, wiedzac, ze koszty magazynowania u kaz-
dego z dostawcow sa jednakowe 1 wynosza 4, ale pierwszy dostawca nie
moze magazynowac wigcej niz 20 jednostek, a trzeci dostawca moze
wysta¢ do trzeciego odbiorcy co najwyzej 20 jednostek.

dostawcy
5 4 3 4 80
4 3 2 4 60
3 3 1 2 60
| odbiorcy 40 50 40 20

4.5. Przeanalizuj zasadnos$¢ podpisania kontraktu na dostawy od dru-
giego dostawcy do drugiego odbiorcy w zaleznosci od kosztow trans-
portu na tej trasie. Znajdz warto$¢ kosztow transportu w zadaniu opty-
malnym w zaleznos$ci od kosztu przewozu na trasie od drugiego dostaw-
cy do drugiego odbiorcy.

dostawcy
5 4 3 4 80
4 X 2 4 60
3 3 1 2 60
| odbiorcy | 30 50 60 60

4.6. Znajdz optymalne rozwiazanie ZT wiedzac, ze pierwszy dostaw-
ca musi dostarczy¢ do pierwszego odbiorcy co najmniej 40 jednostek,
a trzeci odbiorca powinien wzia¢ od pierwszego dostawcy co najwyzej
30 jednostek.

dostawcy
5 X 3 2 100
4 4 2 3 60
1 3 3 5 60
| odbiorcy | 60 40 40 60

4.7. Sprawdz jaki jest koszt skrocenia (maksymalnie) czasu dostaw
w stosunku do rozwiazania nie bioracego pod uwage czynnika czasu''.

" To znaczy policz najpierw rozwiazanie optymalne bez uwzgledniania czasu dostaw, znajdz koszt w
tym rozwiazaniu, nastgpnie znajdz zadanie optymalne ze wzgledu na czas (minimalizacja czasu dostaw)
i sprawdz, ile wynosi¢ bedzie taczny koszt dostaw. Roznica jest kosztem skrocenia czasu dostaw.
Por6éwnaj, ile wynosi czas dostaw w pierwszym i drugim rozwiazaniu.
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koszt dostaw

dostawcy

5 4 3 4 80
4 3 2 4 60
3 3 1 2 60

| odbiorcy 50 50 50 50

Czas dostaw (godzin)

2 3 4 2
2 2 3 2
3 3 1 4

4.8. Zminimalizuj koszty przewozu, jezeli podane ponizej dane
o przewozach uzupetnione sa informacjami: pierwszy dostawca musi
dostarczy¢ co najmniej 20 jednostek do piatego odbiorcy. Odbiorca ten

musi uzyskac petlne zapotrzebowanie, to jest 40 sztuk.

dostawcy
2 3 4 4 4 60
4 5 5 1 1 70
4 5 5 3 3 70
50 50 50 60 40

Wskazéwka: Zadanie nie jest zbilansowane. Wirtualny dostawca bg-

dzie miat 50 jednostek. Zadna z tych jednostek nie moze trafi¢ do piate-
go odbiorcy. Ponizej rozwiazanie zadania:
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X X X X 4 20 ()
2 3 4 4 4 40 ()
4 5 5 1 1 70 (1)
4 5 5 3 3 70 (IIT)
0 0 0 0 X 50 (W)
50 50 50 60 40

15 15 15 15 4

2 3 4 4 4

4 5 5 1 1

4 5 5 3 3

0 0 0 0 15
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Tablica wartosci krytycznych rozktadu t-Studenta

1(2 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 | 0,002 | 0,001
1 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656 | 318,309 | 636,578
2 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,327 | 31,600
3 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4541 | 5841 | 10,215 | 12,924
4 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4604 | 7,173 | 8,610
5 1476 | 2,015 | 2571 | 3365 | 4,032 | 5893 | 6,869
6 1,440 | 1,943 | 2447 | 3,143 | 3,707 | 5208 | 5,959
7 1415 | 1,895 | 2365 | 2,998 | 3499 | 4,785 | 5,408
8 1,397 | 1,860 | 2306 | 2,896 | 3355 | 4501 | 5,041
9 1383 | 1,833 | 2262 | 2,821 | 3250 | 4297 | 4,781
10 1372 | 1,812 | 2228 | 2,764 | 3,169 | 4,144 | 4,587
11 1363 | 1,796 | 2201 | 2,718 | 3,106 | 4,025 | 4437
12 1356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 3,930 | 4318
13 1350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,850 | 47221
14 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787 | 4,140
15 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733 | 4,073
16 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3,686 | 4,015
17 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 | 3,646 | 3,965
18 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,611 | 3,922
19 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2539 | 2,861 | 3,579 | 3,883
20 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552 | 3,850
21 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2518 | 2,831 | 3,527 | 3,819
22 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505 | 3,792
23 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,485 | 3,767
24 1318 | 1,711 | 2,064 | 2492 | 2,797 | 3467 | 3,745
25 1316 | 1,708 | 2,060 | 2485 | 2,787 | 3450 | 3,725
26 1315 | 1,706 | 2,056 | 2479 | 2,779 | 3435 | 3,707
27 1314 | 1,703 | 2,052 | 2473 | 2,771 | 3421 | 3,690
28 1313 | 1,701 | 2,048 | 2467 | 2,763 | 3,408 | 3,674
29 1311 | 1,699 | 2,045 | 2462 | 2,756 | 3396 | 3,659
30 1310 | 1,697 | 2,042 | 2457 | 2,750 | 3385 | 3,646
40 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2423 | 2,704 | 3307 | 3,551
60 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2390 | 2,660 | 3,232 | 3,460
120 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2358 | 2,617 | 3,160 | 3,373
o 1282 | 1,645 | 1,960 | 2326 | 2,617 | 3,000 | 3373
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